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内 容 简介 


本 书 主要 讲授 高 等 概率 论 的 基本 理论 和 方法 ,特别 突出 离散 职 的 研究 成 果 . 全 书 
共 分 五 章 . 内 容 包 括 :概率 论 基础 .离散 蒜 .Wiener 过 程 . 甬 收 误 理 论 . 强 收 伍 理 论 等 . 本 
书香 在 架设 从 初等 概率 论 的 大 学 课 得到 现代 慨 率 论 研究 之 问 的 桥梁 ,为 读者 进行 深信 
研究 打下 坚实 的 基础 . 本 书 选材 精练, 说 理 清楚 ,推导 严谨 ,用 通俗 易 懂 的 语言 介绍 了 
近代 概率 论 中 的 研究 成 果 : 使 该 者 尽快 过 入 前 沿 研 究 领 域 - 

本 书 可 作为 大 学 数学 专业 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 相 关 选 收 课 的 教材 或 套 考 书 ,也 
可 供 不 专 门 从 事 概 率 统计 研究 的 数学 工作 者 阅读 . 
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我 国 实行 学 位 制度 以 来 ,研究生 教育 有 了 很 大 的 发 展 。 人 们 逐 
渐 认 识 到 :拓宽 研究 生 的 知识 面 是 时 代 发 展 的 需要 。 许 多 数学 硕士 
点 和 博士 点 都 要 求 在 研究 生 阶 段 设 立 专业 基础 课程 ,使 得 不 同 专 
业 , 不 同 专 题 方向 的 研究 生 能 对 本 专题 以 外 的 重要 的 、 带 基础 性 的 
近代 发 展 也 有 所 了 解 。 
开设 这 类 研究 生 专 业 基础 课程 的 教材 ,当然 是 要 介绍 该 方面 
的 基本 概念 和 基本 方法 。 但 在 涉及 近代 的 发 展 上 不 应 过 于 专门 ,要 
照顾 到 各 个 不 同 分 支 的 需要 ;也 不 能 过 于 拘泥 在 技术 细节 上 的 扒 
导 , 而 是 要 在 总 体 上 、 韦 想 方 法 上 给 读 者 对 该 学 科 的 主要 内 容 有 一 
个 清晰 的 了 解 。 因 此 在 编写 这 类 教材 时 ,在 深 与 广 . 精 与 粗 、 全 散 与 
专题 等 方面 要 掌握 适度 才能 使 大 多 数 来 自 不 同 专题 方向 的 学 生 受 
国内 社 去 出 版 的 大 量 为 本 科 生 编写 的 教材 ; 因 其 没有 反映 折 
代 的 内 容 , 不 能 满足 需要 ,就 是 许多 为 研究 生 编 写 的 教材 , 因 其 过 
分 专门 而 不 和 还 用。 可 宫 的 是 最 近 几 年 ,出 现 了 一 批 经 这 一 段 教学 实 
践 检 验 后 符合 上 述 要 求 的 研究 生 专 门 基 础 课 讲 义 。 出 版 k 天 元 研究 
生 数 学 丛 节 》 就 是 为 了 推动 这 类 教材 的 编写 ,促进 我 国 数学 研究 生 
培养 水 平 的 提高 ,希望 得 到 数学 界 同 仁 们 共同 的 关心 和 支持 。 


了 人 多 入 


1995 年 8 月 于 北京 


序 


[外 


本 书 是 在 1984 一 1988 年 向 北大 概率 统计 专业 硕士 研究 生 开 
设 的 袜 率 论 基 础 课 的 讲稿 的 基础 上 编写 而 成 的 , 讲稿 1987 年 曾 油 
印 成 讲义 ,作为 研究 生 教 村 沿用 至 今 . 

由 于 北大 概率 统计 系 的 研究 生 一 般 都 学 过 测度 论 ,所 以 本 书 
并 不 包含 这 部 分 内 容 , 而 只 是 在 第 一 章 用 测度 论 的 观点 对 概率 论 
的 基本 硫 念 作出 严格 的 叙述 , 第 二 章 集 中 讨论 了 商 散 著 . 本 书 的 大 
部 分 内 容 贯 穿着 这 样 一 种 考虑 ; 先 得 到 关于 鞍 或 靳 差 的 一 般 结 论 ， 
再 把 这 些 一 般 结论 特殊 化 到 概率 论 的 古典 对 象 一 -独立 随机 湛 
量 . 这 样 做 可 能 有 两 方面 的 好 处 :第 一 ,可 以 节省 篇 幅 ; 第 二 ,可 以 
突出 离散 蒜 研 究 在 "80 年 代 末 ?0 年 代 初 那 一 段 时 间 的 研究 成 果 ， 
更 新 课程 的 内 容 . 这 种 考虑 在 第 四 章 、 第 五 章 的 某 些 地 方 不 得 不 放 
奔 . 例如 ,讨论 ( 弱 ) 不 变 诛 理 和 强逼 近 的 时 候 , 我 们 把 重点 放 在 透 
彻 地 理解 问题 的 提 法 贡 不 是 这 些 结 果 可 以 推广 到 什么 程度 . 因此 ， 
在 那里 我 们 只 对 i,i, 4. 的 情况 进行 了 详尽 的 讨论 ,而 对 于 它们 的 
推广 则 吁 请 读者 参阅 书 末 的 有 关 文 献 . 在 具体 内 容 的 讲法 上 ,我 们 
注意 从 文献 资料 上 吸收 好 的 想法 . 例如 ,Lindeberg-Feller 中 心 极 
限定 理 ( 定 理 4. 3. 4) 的 证 明 取 自 于 美国 北 卡罗来纳 大 学 (Univer- 
sity of North Carolina at Chapel Hill) 统 计 系 的 概率 论 讲义 , 又 例 
如 关于 非 负 随机 变量 级 数 收 伍 的 定理 5.1. 1 摘自 1978 年 Chen 
发 表 在 Annals of Probability 上 的 一 篇 文章 ,关于 重 对 数 律 的 新 
证 明 ( 定 理 5. 3、 7) 摘 自 了 于 1982 年 Ascota 发 表 在 Annals of Prob- 
ability 上 的 一 篇 文章 ,等 等 . 在 讲授 课程 和 编写 教材 的 过 程 中 ,我 
们 尽 可 能 地 将 有 些 定理 在 形式 上 写 得 更 一 般 些 . 例如 ,Lindeberg- 
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Feller 定理 可 以 写成 定理 4 3,5 那 种 形式 ;Skorokhod 艇 入 定理 
也 不 必 加 上 方差 有 限 的 条 件 { 定 理 3.4.5), 等 等 . 

本 书 的 内 容 每 周 4 学 时 ,一 个 学 期 讲 完 ,时 间 有 点 紧 , 一 般 , 我 
们 能 讲 完 不 带 * 号 的 内 容 , 而 带 * 号 的 内 容 (4. 1 小 节 除 外 } 只 介 
绍 结论 并 解释 其 意义 , 当然 ,如 果 每 周 能 增加 2 学 时 ,一 个 学 期 内 
许 完 全 部 内 容 应 该 是 不 成 问题 的 . 

感谢 数学 天 元 项 目 基金 的 资助 使 本 书 得 以 正式 出 版 , 在 编写 
本 书 的 过 程 中 ,使 用 过 原 讲 义 的 蒋 继 明 . 祁 永 成 等 同志 提出 了 许多 
宝贵 意见 ,在 此 一 并 致谢 ， 

在 1984 年 酝酿 开 这 个 课 的 时 候 ,当时 北大 数学 系 概率 统计 教 
研 室 的 领导 和 同事 们 对 我 提出 了 两 方面 的 要 求 : 一 是 课程 内 容 要 
现代 化 :二 是 要 坚持 严格 的 科学 训练 . 但 是 由 于 个 人 水 平 的 限制 ， 
究竟 在 多 天 程 度 上 能 做 到 这 两 点 就 很 难说 了 . 我 惠 心 希望 读者 能 
对 本 书 的 缺点 .错误 提出 批评 意见 . 


程 主 宕 
名, 1 北京 大 学 
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第 一 章 概率 论 基础 


初等 概率 论 是 建立 在 排列 组 合 和 微 积 分 等 数学 方法 的 基础 上 
的 . 在 那里 ,虽然 已 经 接触 过 事件 .随机 变量 和 数学 期 户 等 基本 概 
念 , 但 是 ,对 这 些 基 本 概念 却 始终 未 能 给 出 一 个 明确 的 定义 . 因此， 
葛 定 概率 论 的 严格 数学 基础 并 把 它 作为 数学 的 一 个 分 支 来 研究 是 
十 分 必要 的 . 1933 年 Kolmogorov 的 著作 《概率 论 基础 》 被 公认 为 
是 概率 论 公理 系统 完成 的 标志 . 按照 Kolmogorov 公理 系统 ,概率 
论 是 以 测度 论 为 其 数学 基础 的 . 本 章 我 们 就 以 测度 论 为 工具 ,对 概 
率 论 的 基本 概念 作 一 个 严格 叙述 . 在 概率 论 及 其 相关 领域 如 随机 
过 程 和 数理 统计 中 ,仅仅 讨论 随机 变量 是 不 驶 的 ,经 常 还 要 率 涉 到 
到 值 于 抽 人 空间 特别 是 拓扑 空间 的 随机 变量 -一 风机 元 . 因此 ,在 
这 一 章 中 ,还 包括 有 降 离 可 测 空间 及 它 上 面 的 概率 测度 的 内 容 . 我 
们 还 讨论 了 概率 论 的 最 基本 的 概念 之 一 一 -条 件 期 望 和 和 条件 概 
率 , 其 中 关于 正则 条 件 分 布 的 存在 性 也 是 对 取 值 于 完备 可 分 距离 
空间 的 随机 元 来 证 的 . 





第 - - 节 概率 沦 的 基本 概念 


1. 1 概率 空间 和 随机 元 


设 台 是 任 一 集合 ,多 时 只 的 子 集 组 成 的 g 域 , 己 是 .多 上 的 
测度 . 在 测度 论 中 ,C0, 实 ) 称 为 可 浏 空间 ,三 位 一 体 的 (9, 了 F,P) 
称 为 测度 空间 . 

定义 1.1.1 测度 空间 (2, 多,P) 如 果 满 是 PO) 二 1 就 称 为 

L 

















概率 空间 . 

设 (2, 多 ,P) 是 概率 空间 ,那么 多 中 之 集合 称 为 事件 ,如 称 
为 必然 事件 ,P 称 为 概率 测度 , 对 4E€. 玉 ,P(A) 称 为 事件 4 发 生 
的 概率 . 如 果 事 件 4 发 生 的 概率 为 1, 我 们 便 说 4 是 几乎 必然 发 
生 的 , 记 成 4 和 : 号。 

给 定 集 如 到 集 友 的 映射 总 对 任 BCX ,把 

eB {w ENtw) EE B} 
叫 徽 B 在 映射 下 的 完全 肥 像 . 对 于 的 子 集 所 形成 的 集合 系 
沼 , 记 
£1 = {£1B.B € Bl). 
当 家 是 一 个 = 域 ,我 们 称 
FE) = 1! 

为 使 咸 为 到 (XX, 吉 ) 的 可 浏 映射 的 最 小 so 域 , 换言之 , 是 可 测 空 
间 k2 ,多 7? 到 可 测 空间 人才 , 尖 ?的 可 测 变 换 , 当 且 仅 当 cf 二 .多 ,如 
果 # 是 测度 空间 (2,. 祈 ,P) 到 可 测 空间 (了 X, 作 ) 的 可 测 变 换 , 则 由 
(1.1.1) (PETI)(B} = P(E-'BY, BE 
在 史上 和 定义 的 测度 PE ' 称 为 上 的 导出 测度 . 

定义 1.1.2 概率 空间 (如 , 多,P) 到 可 测 空 间 ( 和 , 胎 ? 的 可 测 
变换 & 称 为 定义 在 ( 旭 ,.F ,P) 上 取 值 于 (六 , 老 ) 的 随机 元 ,的 导 
出 测度 PE ' 称 为 它 的 分 布 . 


1.2 随机 变 最 和 分 布 函 数 


以 忍 记 全 体 实数 ,以 钢 记 RR 中 形 如 (一 co,z] 之 集 产生 的 o 
域 , 即 

















R= 0{(— co,x];x € R}). 
定 疼 1.1.3 定义 在 概率 空间 (0,.,P》 上 取 值 于 (有 RR, 雪 ) 的 
随机 元 才 称 为 这 个 概率 空间 上 的 随机 变量 (缩写 为 r.v. ); 
Px) = CPEDE— oor] = P(E), rER 
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称 为 r.v. 上 的 分 布 函数 (缩写 为 df )arvE 的 df 是 严 , 记 成 有 
一 有 
随机 变量 的 df. 决定 了 它 的 分 布 . 事实 上 ,人 们 常 把 灵 上 非 
降 、 右 连续 而 且 满足 lim Fx) 一 0 和 limF《z) 一 工 的 函数 叫做 奴 
上 的 qq. 上 .对 于 及 上 任 一 给 定 的 4d. 三, 根据 测 寄 扩张 定理 ,在 
(及 , 受 ?上 就 有 唯一 的 概率 测度 yy 使 得 对 每 工人 只 ,HA 一 ceoyz] 
二 FZ) ,这 个 产 称 为 由 由 下 .下 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 ( 简 
写 为 L-S 测度 ). 不 难 验证 ,r v. 的 d.f 是 一 个 我 们 刚才 所 说 的 如 
上 的 d.f ,而 zv, 的 4, 瑟 产生 的 L-S 测度 则 正好 是 这 个 rv. 的 分 
布 . 
按 油 度 论 的 说 法 ,r. ». 县 概率 空间 (0,. 名 ,P) 上 取 有 限 值 的 可 
测 函 数 . 记 
R=RU{ co {0); RR =o([~ orjr ER-)). 
在 概率 论 中 ,可 测 函 数 则 是 从 概率 空间 到 (R-, 雪 -) 的 随机 元 . 顺 
便 说 一 下 ,讨论 可 测 函 数 时 要 牵扯 到 符号 一 co ,co 和 实数 x 之 间 
的 运算 ,它们 是 这 样 规定 的 : 
〈 士 ce) 十 〈 士 oo) 一 工 十 《 士 co) 一 ( 士 co) 十 工 一 士 col 
(二 90)* ( 士 cc) 一 十 cci 《 士 oo) . (于 oo) 一 一 oo 





十 ce 区 人 0 
TT- 人 工 一 0， 
干 CO， 交 < 拉 人 


而 诸如 ( 干 o0) 十 ( 士 ce》 主 -2 这 类 的 符号 则 无 意义 . 至 于 RR- 中 
的 序 , 我 们 约定 ; 一 ee 所 < oo 对 每 zE 斑 成立. 

关于 可 测 函 数 的 一 个 重要 事实 是 

定理 1.1.1 设 (X, 才 ) 是 可 测 空间 ,是 从 集 各 到 集 广 的 映 
射 , 则 了 是 60, 5? 上 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 存在 ( 瑟 , 腕 ) 上 的 
可 测 函 数 g 使 








fm) 一 EC(SCm)) 
对 一 切 mE€ 0 上 成立; 如果 是 有 限 入 ,上述 g 也 可 取 威 是 有 限 值 
的 ， 


1.3 期 望 .方差 


设 芋 是 慨 率 空间 (0, 多 ,Py 上 的 可 测 函 数 ,以 训 和 全 记 坟 的 
正 部 和 负 部 ,如 果 


min| [Ra dP,|: - dP| < 二 ce， 
那么 的 积分 有 意义 ,我 们 把 它 记 作 
《1, 1, 2) Eé# 一 | saP， 


并 称 EE 为 期 望 算 子 . 

定义 克 下 4 概率 空间 CN,.F,P) 上 的 可 满 函 数 &€ 如 果 满 足 
五 | 上 | <co ,就 说 它 的 期 望 存在 ,并 把 由 4 1.2) 确 定 的 三 称 为 它 
的 期 望 . 如 果 E 间 过 coo, 则 

vart = 再 (一 FES)’ 

称 为 二 的 方差 . 

求 可 测 函 数 数学 期 望 的 有 力 工具 是 测度 论 中 如 下 的 积分 变换 
公式 . 

定理 1.1.2 设 是 测度 空间 (0, ,了 P) 到 可 济 空 间 (X ,和 多) 
的 可 测 变换 ,g 是 (X, 胸 ?上 的 可 测 函 数 , 刚 下 式 在 西端 之 一 有 意 
义 时 成 立 : 
C1.1. 3) Eg(é) = | gaps 


1.4 重要 不 等 式 


概率 论 中 要 用 到 许多 测度 论 中 的 不 等 式 , 我 们 把 一些 重要 的 
列举 备查 . 其 中 的 Jensen 不 等 式 条 件 有 所 放宽 , 故 给 予 证 明 . 
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引 理 1.1.3 对 及 上 连续 是 函数 gg, 存在 是 上 实 值 非 降 消 数 
天 ,使 对 任 荆 ,y 拓 总 ， 
{1. 1. 4) gy) 一 区 人 区 有 (TY 一 元 ) 
成 立 ;又 当 zco 时 ggz) 的 极限 存在 , 记 为 g(20); 当 zx 一 时 
g(z) 的 极限 存在 , 记 为 g( 一 o》. 

证 明 对 任 2€E {0,1) 和 ww<<y, 有 

gi + CC 一 Dy) EE 十 (1 ded. 

若 x<y 取 xz<z 并 在 上 式 中 令 4 一 (3? 一 z)/(y 一 wu) ,得 

[gr) — gl /ro— wgety) 一 有 (FA 一 工 )， 
再 令 h(z) 一 SUPLg(T) 一 号 (AT 一 区 ,就 进而 得 到 

RC) < [gy) — gr CY — x) 

即 (1. 1.4) 对 任何 zz 过 yy 成立. 当 yy 之 x 时 ,由 的 定义 本 身 知 
1. 1. 44) 仍 成 立 ; 当 ?一 工时 ,(1.1. 4) 无 条 件 成 立 .多 此 ,(1.1.4) 
对 性 工 ; YJ 它 下 成 立 . 

如 对 每 xER 鬼 有 h(x) 安 0; 则 由 (1.1.4) 易 知 g 非 增 , 从 而 
当 x 一 m0 时 g(x) 有 极限 .如 果 存 在 xo 总 呈 使 h(xo) 0; 则 由 1.1. 
4) 又 得 limg(x) 一 co ,所 以 当 zco 时 SCz) 有 极限 .类 但 可 证 , 当 
xz 一 co 时 gz) 亦 有 极限 . 证 完 . 

定理 1 1. 4(Jensen 不 等 式 ) 设 £ 是 概率 空间 (0,. 多 ,P) 上 
的 可 测 函数 ,Ef 有 意义 ,g 是 RR 上 连续 是 函数 ,Eg《&) 有 意义 , 则 
(1. .1.5) Eg(t) > gC(EE), 
其 中 (一 ee) 二 lim gz) ,go0) :一 limsgkz)， 

证 明 ”如果 五 1e|<eo ,无妨 设 上 是 r v. ,这 时 于 (1.1.4) 中 取 
?一 上 E, 蒂 一 号 上 <, 便 得 

8(6) 六 ES) + AACE CE 一 Eé). 

两 端 再 到 期 望 即 得 (1. 1. 5). 

如 果 所 二 0, 可 对 (1. 1.4) 分 两 种 情况 讨论 : 





1》 对 每 了 E 避 ,zs0. 此 时 8 非 增 , 礁 
CE) Bg(00) = gLEE), 
上 式 取 期 望 便 得 局 . 1. 5). 
2) 存在 xoER 人 使 h(xo}>0. 此 时 goo0) 一 oo. 于 是 , 当 已 (二 一 
o3)2>0 时， | 
Eg{tt) gtooPF = 00) = 00, 
从 而 纪 4.1.5) 成 立 . 当 已 (一 ce) 一 时 ， 
El(E) — g(r) RET CE 一 ro), 
从 而 取 期 望 后 仍 得 Eg (8) 二 oo 并 由 此 推 知 t1,1, 5)， 
对 EE 二 一 oc0 的 情况 ,类 似 可 证 (1. 1.5) 成 立 .这样 就 完成 了 定 
理 的 证 明 ， . 
定理 1.1.5(H6lder 不 等 式 ) 设 &,7 是 概率 空间 (0,.F ,PP) 
上 的 可 测 孙 数 ,实数 p,qg 满足 1<p,g<coe 和 17p 二 1 一 1, 则 
{1,1.6) Eltn| & (EMIEI YCE! "||"). 
如 果 互 1E1*<ee 1 <cce 则 人 (1.1.6) 的 等 号 成 立 当 且 仅 当 < 一 
0 a.s, 或 ?一 0 a.s. 或 存在 C0 使 |2|*=Clx|" a.s.. 
说 是 一 个 可 测 函 数 ,5<<t 是 正 实数 . 在 (1. 1. 6) 中 取 é#= 
| 卜 | 上 3 一 1 才 一 上 和 了 一 经 一 引 ) 便 得 
EE|:= Ety & CEV? IE CE | 中 | 号 
= EY?IS|* = EHEC. 
这 就 是 所 谓 的 矩 不 等 式 . 
系 1.1.6( 和 矩 不 等 式 ) 设 s<! 是 正 实数 . 对 概率 宝 间 C0, 多 ， 
了 7P》 上 的 任 一 可 测 函 数 #, 均 有 . 
(1.1.7) EIél EVE 
如 果 世 |#1'<oo ,上 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 在 a.s. 意义 下 是 
一 常数 . 
定理 1.1.7(Minkowski 不 等 式 ) 设 $,7 是 概率 空间 (0,F， 
户 ) 上 两 个 r, vy,， 
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1》 当 p 守 1 时 ,有 
(1.1. 8) Ev?|E+n| "EV |é|* + EE |y|?. 
如 果 EECHEI 二 #1?)<ec, 则 等 导 成 立 当 县 仅 当 8p 计 1 时 二 0 a.s， 
或 7 一 0 a.s, 或 存在 忆 >0 使 $ 二 Cy a.s. ;pp 二 1 时 ,分 守 0 a.s. 

2) 当 0<p<<1 时 ,有 
《1.1.9) EIS + ol EI#I? 二 EI?|*. 
如 果 吾 5C18|? 十 17l23<ecc, 则 51.1. 纯 的 等 号 成 立 之 充 要 条 件 是 导 
一 日 站 .8 ， 

证 PE (0,co). 我们 把 概率 空间 (如 ,多 ,P) 上 注 足 EI$1*<<o0 
的 mv 组 成 之 集合 记 作 (0,.F ,PP} 或 简 记 作 工 ;并且 认定 
a.s. 意义 下 相等 为 了 中 的 相等 , 则 下 述 结 论 成 立 : 当 记 之 1 时 ,以 
上 |, == EY |$1* 作为 Ls, 中 元 之 模 , 工 。 基 -…- Banach 空间 ; 当 
0<p<l 时 ,以 £1E 一 91* 作为 工 , 中 元 和 之 距离 , 工 就 成 为 完 
备 的 距离 空间 . 由 系 1.1.6 可见 ,概率 空间 上 的 L 空间 有 具有 性 质 ， 
如 Cs LOL. 


1.5 随机 变量 序列 的 收 敏 


在 概率 论 中 ,随机 变量 序列 的 各 种 收 合 性 的 讨论 历来 是 十 分 
重要 的 课题 . 这 些 收敛 的 概念 实质 上 在 测 庆 论 中 都 有 ,只 不 过 所 用 
的 术语 有 所 不 同 . 

定义 11.5 概率 空间 (2, 多 ,PY 上 的 可 测 函 数列 {6,,n 宇 1} 
称 为 a. s. 收 倒 到 可 测 函 数 &, 记 作 

Sa.s., 
如 果 P(lim 一 介 一 1 rw. 序列 售 ,n 字 1} 称 为 依 概 率 收 合 到 
r.v.e, 记 作 





.6 
如 对 每 >>0 均 有 limP(C 一 巡 6) 二 0 yr.v. 序 列 (6 入 之 1} 忆 
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To0<p<eoo) 称 为 户 阶 平均 收 般 到 rr veEEF， 记 作 
6 全 6， 
如 果 limE| 一 引 一 0. 
关于 以 上 各 种 收 和 伍 的 关系 ,有 于 列 定 理 : 
定理 1.1.%8 对 定 文 在 概率 空间 (2 多 ,PP) 上 的 rov. 序列 
{ 82221137 和 工 。 VE 


1) 如 避 >E a.s. ,或 存在 0<p<co 使 和 全 E, 则 总 三 二 


2) 如 各 让, 则 存在 {8,4 之 1) 的 子 列 人 6} 使 全 一 $ a.s. 

在 讨论 收 全 性 的 时 候 , 一 个 十 分 重要 的 问题 性 积分 号 下 取 极 
限 的 问题 , 对 此 ,我 们 可 以 引用 单调 收 全 定理 .Fatou 引 理 和 
Lebesgue 控制 收敛 定理 . 在 这 方面 ,一 致 可 积 性 的 概念 有 特别 重 
要 的 作用 ， 

定义 1.1.6 概率 空间 (CQ, 名 ,P) 上 的 Tv. 族 传 ,IET} 如 果 
满足 
(1.1.10) lim supE |é. Ten = 0, 
则 称 之 为 一 致 可 积 的 . 

在 (1, 1. 10) 中 ,我 们 使 用 了 一 个 以 后 也 经 常 使 用 的 符号 
Tat* 小 设 避 是 任 一 集合 而 4CD. 对 每 个 wn, 令 

1， 二 三 A， 
Tatw) -| 
0, wE€E A :一 4， 

并 称 之 为 如 中 集合 4 的 指示 函数 . 

其 一 致 可 积 的 定 多 可 存 : 有 限 个 期 望 存在 的 r. v. 组 成 的 r.v. 
族 是 一 至 可 积 的 ;如 果 对 于 六 v 族 {5:tET}, 存 在 非 负 且 期 望 存 
在 的 r.y.e 便 上 | 委 a.s. 对 每 个 i 人 人 成 立 , 刚 它 是 - - 致 可 积 的 ; 
如 果 r.v. 族 {t,tET} 和 {nn.,tE€ 工 ) 者 一致 可 积 ,那么 对 任何 a,bE 
是 ,ec 一 627 和 了 也 一 致 可 积 . 一致 可 积 的 一 般 判 别 方法 如 下 . 
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定理 1.1.9 概率 空间 人, 多 ,PP 上 rv 族 全 ET) 一 致 可 
积 的 充 要 条 件 是 
《1. 1. 11) supEl&| < 
并 且 对 尾 给 e>0, 存 在 人 >0 使 对 一 切 满足 PCL4)<8 之 AE. 访 均 
有 
(1. 1. 12) supE lt II, < 
证 明 充分 性 :对 任 给 o>0, 取 让 汪 0 使 对 任何 满足 PCAD 一 
久之 4 后 多 :1.T.12 成 立 , 由 (1.1.11) 知 ,一 supE lt1 /6. < 
Os, 于 是 , 当 A>Ae 上 时， 9 
Pit| 宇 DD < El/AS supE lt1/A< 人 
从 而 EI&1Te 1 之 对 任何 :ET 成立, 即 
supE |é Te SE 
因此 ,*1.1.11) 和 (1,1.12) 蕴 含 一 致 可 积 性 ， 
必要 性 :对 任 4E .多 和 心 >0, 我 们 有 
{1.1.13) supE|é | 
二 
—supl El& [Tante le 十 三 [énis, = 
SAP CA) + supE lt.|T, :0. 
ET 1 
如 人 ,tfET) 一 致 可 积 ,在 (1.1.13) 中 取 4= 口 并 让 为 充分 大 使 
EpE I 人 sary 一 1, 便 得 
supElés| 入 加 十 1 < 之 oo0， 
从 而 (11.11) 成 立 , 比 外 ,对 任 给 e 守 0, 取 多 充分 大 使 
supE | Tas, 一 51/2 并 令 6 一 ef/(240, 则 对 任何 AEF ,内 要 
P(A 站 ,1 ,1.13) 就 给 出 
supE llla APC(A) + e/2 < 
这 又 证 明了 .1.12). 定理 证 完 . 


下 面 ,我 们 讨论 一 致 可 积 性 的 应 用 . 

定理 1.1.10 设 (2,,P) 是 概率 空间 ,i 和 ,n>1} CL(n， 
,P00 之 po0). 如 果 对 (2 多,P) 上 的 rov ee 一 &, 则 下 列 
三 陈述 等 价 ; 

1 {1&1*,n 沪 1) 一致 可 积 ; 

2》 EL, HE SE 

3) EET EI? mEIél. 

证 明 ”我 们 采用 循环 论证 法 . 

直 二 2); 由 于 名 之 8, 故 存在 全,n 宇 1 的 子 列 人 (6) 使 6 一 
a 5. 又 由 于 (1&1 ,rn 之 1) 一 致 可 积 , 夺 supE|8,1 < oo ,于 是 利 
用 Fatou 引 理 便 得 

EISI? = Elim|é|* < liminf Elé,|? & sup El | < co， 








L 
即 各 志 为 证 名 到 2, 对 任 给 e>0, 我 们 利用 C- 不 等 式 ( 见 习题 
1,1.13) 得 | 
Elt, 一 上 一 五 一 有 ca 十 吾 | 名 — SITle ee 


Se 2 (ENE | gy tt EISNT eae) 


由 于 名 全 6 和 $EL,, 故 
Elé lL le ee 0 


由 于 名 这 & 和 {全 1: ,an 实 1) 一 致 可 积 , 故 
ElELT ~ 0. 


{一 
于 是 我 们 有 
limsup | — |e 


Lp 


上 式 令 e-=0 即 得 志 一 
2) 地 3); 当 0<p 之 ] 时 ,由 (1.1.9) 得 
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Fl EI: ES; 
ES 和 二 | 名 一 坪 |* 十 EE|&|7. 


因此 名 芝 e 蕴 合 E&F18|?. 当 1 考 p 之 oo 时 ,在 上 面 的 推理 中 
用 咒 . 1. 8) 代替 (1, 1. 9), 便 可 证 得 EY|&|* 一 EE |&|?, 亦 即 
E&P ElEl?. 


3) 二 1) :不 难 见 6 >& 丝 售 着 对 任何 满足 PC 二 必 一 0 之 4 
人 0, 有 


Fa 
STs en 一 人 ec 


但 Tie ssjesa31} 一 致 可 积 , 故 由 已 证 之 1) 过 2) 过 3), 我 们 知 
对 使 PCI6| 一) 一 0 之 22>0 有 


Elé, ?Te ay = Elé|?T ga. 
”这 样 ,对 任 给 6e>0, 取 入 >0 使 P(E| 一 4) 一 0 有 El$1?Tieyy 世 
sr2 ,就 存在 | 使 所 二 时 豆 | 有 esai<e/2, 即 


supE|&, [Tis a ss EX2. 
H: no 旦 下 


对 有 限 r.v. 族 {| 台 17 1<sr<aoy 再 取信 0 使 
sup Elé [Te ls) < E/2, 


1 


那么 , 当 i>max (a., 丸 ) 时 便 有 
supE |é, ?Te sn TE 
He | Ci 
这 说 明 { | 名 上 ,rn 写 1) 一 致 可 积 .证 完 . 
1.6 乘积 空间 
设 1 人 Ki 入 i 一 1 gn} 是 个 可 测 空 间 . 令 
XX 一 { (Ti A 后 Xi = 1 
一 1 


11 


又 玛 一 ol {x B,:B; € i 一 1 
一 1 


称 | 义 X, 义 名) 为 这 个 可 测 空间 的 乘积 可 测 空 间 , 形 如 


XX BABLE ,i 二 1,…1n) 之 集 称 为 六 和 %; 中 的 可 调和 矩形 . 
i™l1 i=1 
设 工 是 任 一 无 穷 集 , {CX,, 玫 ) ,tET} 是 一 族 可 测 空 间 . 令 
> 一 {CT 全 7 ;对 每 z 多 了 E 到 
FE 本 
对 了 工 的 非 空 子 集 $ , 令 
msfT) = rt EES), r= (xt ET)E KX. 


EET 


我 们 将 把 映射 xs 称 为 从 XX 六 ,到 XX 叉 ,的 投影 映射 . 设 # 汪 1,{h， 








TB EX 才 ,, 形 如 而 8B 的 集合 将 被 称 为 可 测 柱 集 . 
包含 一 切 可 测 柱 集 的 最 小 域 称 为 磁 积 域 , 记 作 X : 殉 , , 即 
#E 


xB=od(U U {ribiBe IE 


人 ml 和 
不 难 验证 : 
oo An . 
又 到 = U U {rela KB) :BE ,si = 1 sk)) 
ET 上 二 1 


{es ott t=1 
= ol rg). 
ET 
通常 , 形 如 | X58) CB E ,i = 1 四 二 {E19 a} 一 了 
i=1 


上 写 1) 之 集 称 为 可 测算 形 性 集 . 因此 ,乘积 a 域 是 包含 一 切 可 测 拢 
形 性 集 的 最 小 = 玻 , 也 是 使 得 每 一 个 郝 公 ET) 都 是 可 测 变换 的 最 
小 5 域 .以 .人 记 工 的 全 体 可 数 子 集 , 关于 乘积 域 的 结构 ,还 有 
下 列 重 要 事实 : 
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(1.1. 14) 义 多 .= [rr'( 义 名 ). 
:ET 上 1 中 


如 果 对 每 上 ET, 均 有 (Xi 各 ) 一 (久久 ) ,我们 将 把 
| 当头 , 汉 鹏 } 记 成 (下 ,有 ,特别 地 尖 个 ( 舌 , 表 ?的 蒋 积 空间 
teET 


LE 了 
记 作 (2 画 ) ,可 数 个 5 民 , 开 ) 的 乘积 室 间 记 作 (7 , 儿 ). 
乘积 空间 上 测度 的 产生 是 一 个 比较 复杂 的 问题 .这 里 ,我 们 把 
测度 论 中 的 Tuleea 定理 引述 于 下 . 为 了 行文 简便 ,我 们 将 不 加 声 
明 地 以 N 表示 有 限 集 们 ,…,n} (wn 之 1 是 一 整数 ) 或 可 数 集 !1,2， 
定义 1.1.7 设 (,.BE) 和 (X, 煞 ) 是 两 个 可 测定 间 . 定义 在 
党 X 有 上 的 实 旺 数 P 称 为 是 从 ( 呈 ,. 了 F) 到 (多 ,多 ) 的 概率 转移 函 
数 ,如 对 每 woEn,P( ol) 是 号 上 的 概率 测度 ,对 每 瑟 E 殉 ， 
PC(B,，) 是 多 可 测 函 数 , 设 {CX ,有 ,上 EN} 是 一 族 可 测 空 间 . 
如 果 已 是 (Xi, 吕 ) 上 的 概率 测度 ,对 每 EN,k>1, 是 


{XX 基 , 久 多) 到 (X91) 的 概率 转移 函数 ,那么 称 {Pi,kE N] 


是 这 族 可 测 空间 上 的 概率 转移 函数 族 . 
定理 1 2. lliCTulcea) 如 在 可 测 空 间 族 {(X, 5) ;让 MN} 上 
给 定 了 概率 转移 函数 族 {P,kEN), 则 在 习 积 空间 
( XX XX 有 屯 ) 有 唯一 概率 测度 已 使 
7 ED 
《1. 1.15) CPAay dtB Xn YX BY) 


=| Pddr)| Pstdxs yi) 
| 本 ' 


x -| Pld x sy » Ti—1) 
中 


对 每 XEN 和 每 B.E 客 ,i 一 1 成立. 
如 果 对 每 有 E ,PP 是 (Ka， 光 上 的 概率 测度 ,那么 不 难 验 
证 , {PashEN} 是 {CX 加 DkEN}) 上 的 概率 转移 函数 族 . 因此 ， 
13 


作为 Tulcea 定理 的 推论 ,有 
定理 1.1.12(Fubini》 对 任意 个 概率 空间 (和光 PP ,此 


一 1 在 ( XXi, 义 反 ) 上 存在 唯一 的 概率 测度 一 : 





久 P, 使 对 每 非 负 XX 到 可 测 函 数 /和 1,…,n 的 每 一 排列 训 ， 
…, 记 , 均 有 
G.1.16)》 Jfap—|, Pd Pacdz,) 


XX | 了 (Ta (de; ), 
当然 ,对 (. 1. 16) 只 有 这 样 解释 才 是 有 意义 的 :第 一 ,对 每 
l=<k<r, | DP dx) | F(x 9 TP (dx ) 是 Xx 2 可 测 


函数 ;第 二 ; (1.,1. 16) 的 等 导 成 立 , 对 (1. 1. 15) 亦 应 如 此 理解 

Tujcea 定理 表明 ,概率 转移 函数 族 唯 一 决定 了 委 积 空 间 上 的 
概率 测度 . 反 过 来 ,一 个 自然 而 有 意 交 的 何 题 是 :如 果 在 镁 积 空间 - 
(又 总 ,X 吧 ) 上 给 定 了 一 个 概率 测度 了 ,那么 是 否 有 {CX,， 
BB.) ,上 LEN 上 的 概率 转移 函数 族 {Pi,kEN} 使 得 (1. 1.15) 成 立 ? 
这 个 问题 的 回答 与 诸 空 间 XX ,EN 的 拓扑 性 质 有 关 , 将 在 第 四 节 
讨论 . 

1.7 随机 向 量 和 随机 过 程 


当 我 们 讨论 取 值 于 乘积 可 测 空 间 的 随机 元 时 , 常 需 引 用 下 列 
事实 ， 
定理 1.1.13 设 {( 忌 , 朋 ):zET)} 是 一 族 可 测 空 间 , 则 = 
(ET} 是 可 测 空间 (D, 多 ) 到 1 XX,, 久久 ) 的 可 测 变换 当量 
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仅 当 对 每 tET,& 是 C0,. 志 ) 到 CX,, 和 名,) 的 可 测 变换 . 
设 x# 是 一 正 整 数 . 考虑 采 积 空间 (站 ,2 表 ) .我 们 把 绽 ' 中 之 集 
称 为 Borel 集 ,把 ( 严 , 鹃 ) 上 的 可 测 画 数 称 为 Borel 可 测 函 数 . 
定义 1.18 从 概率 空间 (C0, 了 FF,P) 到 CE" ,多 ") 的 随机 元 二 
(5&1 , 吉 ) 称 为 维 随机 向 量 , 而 


有 (Cr 一 PE x 《一 oc0 ,zi]) 
i 


Ce 


= P(E To ,nt), TT 

则 称 为 该 随机 向 量 的 d.f.. 随机 向量 的 df. 是 让, 记 成 &~F， 
和 r,v. 的 情形 一 样 ,随机 向 量 的 d.f. 也 决定 了 它 的 分 布 ,对 a 

二 《aan 二 (Bb) ER" 我 们 将 用 a 所 5 和 a<5 来 分 别 
表示 a 所 BB 二 1 和 ac 天 一 1 又 记 

(Ga] 一 二 对 本 ,acz 扫 上 
此 外 ,对 每 一 (aa 一 (全 和 本 和 和 上 的 实 值 函数 
下 ,我 们 记 

Ara] 一 > 一 1 


E 


其 中 >) 表示 对 一 切 这 样 的 C= (ermed} ER 求 和 ; 它 的 每 一 个 
分 量 c 或 者 是 a4 或 者 是 久 , 而 求 积 号 内 的 rCe) 是 ch 一 如 的 的 个 
数 , 即 
?lc) 一 站 人 声 外形 后 cs 一 bey, 
我 们 将 称 Rr 上 的 函数 下 为 一 个 d,f. ,如 了 对 每 个 自 变 量 右 连续 ， 
lim F(z, 9 TT O00 = ln 
im 下 《ra 3 一 1， 
并 且 对 每 a,5E R",a<5; 均 有 
Krad 1 站 
不 难 验 证 ,随机 向 量 的 d.f. 是 一 个 我 们 刚才 所 定义 的 4.1.. 而 一 
15 


个 随机 向 量 £ 的 d.f. 玉 产生 的 L-S 测度 pr 就 是 E 的 分 布 . 

从 定理 1.1. 13 可 见 ,一 个 维 随机 向 量 也 就 是 a 个 随机 变 
量 , 把 这 个 概念 一 般 化 ,我 们 就 得 到 了 随机 过 程 的 定义 . 

定义 土 1.9 设 工 是 一 个 无 穷 集 ,概率 空间 (, 多 ,PP) 上 的 一 
族 工 .v.$ 二 {$$.,tET} 称 为 一 个 随机 过 程 . 对 每 4 之 1 (5 所 
工 ,随机 向 量 ($ ,…,&) 的 df 区 称 为 上 的 一 个 有 限 维 的 边 乡 
分 布 . 随机 过 程 的 有 限 维 边 缘分 布 的 全 体 

人 
称 为 它 的 有 限 维 4.f. 族 . 

特别 地 , 当 工 一 11， 2 时 ,我 们 称 随机 过 程 { 名 天 之 1 为 一 
个 随机 变量 序列 ， 

在 讨论 一 族 r.v 的 时 候 ,常常 要 用 协 方差 和 相关 系数 来 描述 
两 什 fr.v. 之 间 的 关系 . 设 r.v.& 和 各 满足 BEi< 过 co 和 Ei<oo, 它 
们 的 协 方差 定义 为 

Covté st) = ES 一 下 ET — Eté,), 





它们 的 相关 系数 定义 为 
COVfE ,es 
pki 1$) 一 Cvart (varé) 
1.8 典型 方法 


在 证 明 测度 论 的 命题 时 ,经 常 采 用 所 谓 典 型 方法 , 现 归纳 于 下 
以 便 引 用 . 我 们 称 集 口 的 子 集 组 成 之 集合 系 元 为 一 个 单调 系 ,如 
果 对 于 满足 和 CAsC… 或 414 必 的 {4,,n 汪 1} 性 A 分别 


有 limA, := (a, E .党 或 lm4 :一 门 4， 蕊 . 丰 . 上 典型 方法 之 一 
oo # 二 1] Wi n=1 
是 





定理 11. 14( 单 调 系 方法 ) 设 .是 中 的 子 集 组 成 之 域 , 到 
是 吕 的 子 集 组 成 之 单调 系 . 如 果 -到 六, 则 - 录 一 (er)， 
16 


全 上 的 集合 系 宫 称 光 x 系 ; 如 A,BEG 闭合 A 站 MBE2. 上 
的 集合 系 了 称 为 4 系 ; 和 如 果 它 满足 ;: 1702E.F ;2)4,BE.F， 


A 必 B 著 合 A\BEF ;4,.EF ,n 之 ] 有 目 41CAsC… 蕴 舍 Ua. 
n=| 


E .FS .第 二 个 典型 方法 的 依据 是 

定理 1.1. 5(4 系 方法 ) 设 信 和 .7 分 别 是 上 的 x 系 和 4 

以 上 是 关于 集合 之 典型 方法 ,我们 还 有 关于 冰 数 的 典型 方法 ， 
秘 集 只 .上 的 非 负 函数 族 .% 为 一 个 单调 族 ,如 果 它 满足 :1 请, 疡 
EOF crsE320 壮 含 避 记 十 cE .XX;2) 3 中 非 降序 列 的 极限 亦 

定理 1.1.16 设 名 是 人 上 的 o 域 ,又 由 上 的 肾 数 族 .% 是 
单调 族 . 如 对 每 4AE .FS 均 有 4E.%, 则 对 任 一 非 负 .多 可 测 函 数 
产 亦 有 FE .党 ， 

我 们 称 定理 1. 1. 16 为 关于 函数 的 单调 族 方 法 .下面 再 说 明 关 
于 函数 的 A 族 方 法 . 集 只 土 定义 的 非 负 效 数组 成 之 集 红 称 为 一 个 
4 族 ,如 果 它 满足 ;1》Jn€E ;2) ?中 非 降 序列 的 极限 函数 属于 
3) ff cc ER 县 c 访 十 cs 疡 节 0 则 ctes fr EY, 

定理 1.1.17 设 了 是 0Q 上 的 x 系 ,又 人 上 的 烽 数 族 红 是 一 
个 4 族 . 如 果 对 每 4€ 加 均 有 I4€ 络 , 则 对 每 -- 非 负 .s(@8) 可 测 函 
数 六 亦 有 7E 经. 每. 


1.9 独立 性 


下 国 我 们 讨 沦 经 典 概率 论 最 基本 ,最 重要 的 概念 之 一 一 独 
立 性 . 

定义 1.1.10 概率 空间 (多 .PP) 中 的 - 族 捉 件 {41,1:ET} 
称 为 是 独立 的 ,如 对 每 22>1, 每 全 加 CT, 均 有 
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P{ 门 4 } 一 ITPca， 3 
一 族 事 件 系 {ZC ， :ET}) 称 为 是 独立 的 ， 如 对 每 :€7, 任 取 4， 
EE ,事件 族 14,,:ET} 是 独立 的 ;一 族 随 机 元 仿 ,tET} 称 为 是 独 
立 的 ,如 6o 域 族 {o(&.),:ET} 是 独立 的 . 
设 卫 是 任 一 集 ,我 们 称 {了 ,iET} 是 工 的 一 个 分 割 ,如 对 任 i， 
jE€1,ij 均 有 TT 一 名 而 且 【JT,=7. 
. iET 
定理 1.1.18 如 一 族 z 系 {C.F ,zE€T} 独 立 , 则 对 了 的 和 任 
一 分 戎 {Ti1,i ET} = 炎 域 族 {ol (Ue.) ,i 和 I) 独立 ， 
ztE 了 , 
证 明 对 每 iE1, 邻 
各 二 { 门 4 E k= mnt) CTin 宕 1}. 
易 见 { 吕 ,iET} 是 独立 的 x 系 族 . 由 于 UY 己 多 对 每 iE 了 成 立 ， 
故 为 证 (al 1 "ET 了) 独立 ,上 只 需 证 (2( 儿 )， iET} 独 立 . 而 据 
定义 ， 为 证 {a 多) ,及 } 独 立 ,又 只 需 证 对 每 n>1, 知 7 ET 
(gL) ,上 二 1 yn} 独 谋 , 令 
多 一 人 41 EF: 对 任 A EE 加 ,一 2,…,n; 有 


P(N 站 zeao) 
不 蕉 验证 多 是 一 个 4 系 且 多 多 因此 由 定理 1, 1, 15 知 多 忆 
ol ). 这 证 明了 ta( 多 ,名 ,~… ., 儿 } 独 立 . 对 zt 系 {o( 多 ) ,区 ， 
"" ' 吃 ; } 用 同 祥 手段 及 可 证 (a(S 》 (人 1) ;SS CE 由 } 独 立 . 这 样 
的 手段 使 用 次 即 证 得 {c( 多 ,), 才 一 1 ,9} 独 立 , 从 而 完成 定理 
的 证 明 . 
容易 利用 上 述 定理 得 到 下 列 两 个 推论 ， 
18 





系 1 1.19 如 对 每 :ET,t& 是 概率 空间 CQ, 入, 了 P) 到 可 浏 空 
间 (X, 各 ) 的 随机 元 , 儿 ， 是 一 个 使 oF = 的 不 系 , 则 {é9t EE 
全 } 独 立 当 且 仅 当 对 每 n>1 ;每 {fy 和 每 4 后 Gor 一 1， 
,2 ,有 
P 门生 4-= THEPcer'4). 

取 1 1.20 设 人 ,ET 是 概率 空间 5 , 多 ,P》 上 一 族 I.Y.s 
对 每 :ET,&. 一 FF 下列 命题 等 价 : 


1》 人 :和 独立， 
2) 对 每 nl1, {fie ta) CT 





了 PE 
| 
3) 对 每 nie ta CT CTT EE, 


其 中 Fei Ci 的 d. f. ; 
4) 对 每 nl1, { 直人 了 维 Bore!l 可 测 函 数 了 ,下 式 


EFCE, Ce 6 ) 一 人 es Td CrdF, (Yo 
eR 


下， 1 一 [1 Etx,), 
i=] 


只 要 有 一 端 有 意义 就 成 并 . 
当 1D 一 4) 之 一 成 立时 ,有 
5) 对 和 叔 1 如 Elé |<c0,i=1,…* 2: 如 
五 | 总 人 [|<co 且 
Ell$. = [Il Et.; 
如 Eco 则 


4 下 
var >») 所 一 > Vare 
=] + 一 ' 
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1. 10 Borel-Cantelli 引 理 
设 { 4， nz] } 是 a 的 一 列子 集 , 则 


limsup 本 。: 一 门 LJ 4 
在 集合 论 中 称 为 {4.,n 宇 1} 的 上 和 极限, 如 {4,,n 空 1} 是 概率 空间 
《人 2,.F ,也 ) 中 的 事件 列 , 则 上 极限 的 意思 是 事件 列 {4,,n 字 1} 中 有 
无 穿 多 个 事件 发 生 . 因 此 ,在 概率 论 中 记 

{ 4 10, 二 limsup 人 
(i 0. 是 infinitely often 的 缩写 ). 类 做 地 , 记 

{A,sf.o.} = LA, 0o.} 
(f.o. 是 finitely often 的 缩写 }. 概率 论 中 一 个 证 明 比 较 简单 而 应 
用 十 分 广泛 的 事实 是 下 列 Borel-Cantelli 引 理 ， 

定理 1.1.21 设 {4.:= 六 1} 是 福 率 空间 (8 ,多 ,PP) 中 的 事件 

列 .如果 





《1.1. 17》 PU) < oo， 
m==1 

则 

《1.1. 18》 已 (4io, ) 一 05 

如 果 {4, ,a 之 1} 相 二 独立 而 且 

(1.1.19) DP(A) = co， 
n=1 

则 

《1.1. 20) 已 (ai.o. ) = 1. 


证 明 如 果 (1.1.172? 成 立 , 我 们 有 
PlA,,io,)= P| 门 UA < lm P(A = 0， 


n=l] 中 一 办 
因而 (1. 1. 18) 成 立 . 
20 


设 14.,a 六 1 独立 上 [1.1T. 19)? 成 立 ,利用 不 等 式 - 
el] 一 Xx， 六 站 0， 


我 们 得 
1— Pl Ua a)= Pl 门 和 4)= HG — Pea- 
之 {Te 一 上 Dra 一 0， nn 这 1，, 
因而 
PC4io.) = P| 站 Ua = limP| Ua) i, 


即 51. 1.20) 成 立 . 证 完 . 

以 上 我 们 在 测度 论 的 观点 下 讨论 了 概率 沦 的 基本 概念 , 重 温 
了 测度 论 的 一 些 重要 事实 . 希望 读者 能 根据 本 章 建立 的 测度 论 与 
概率 论 的 联系 ,在 今后 的 学 习 中 ,灵活 地 运用 测度 论 的 知识 ， 


可 题 11 


1. 著 rv.E 的 方差 存在 ,对 任何 实数 4, 令 
££ 有 < 


证 明 :vare ssvare. 
2， 证 明 r.vw.é€ 的 期 望 存在 当 旦 仅 当 


SP 2 < 
3. 证明 工 , 中 任 一 有 限 r. v. 族 是 一 致 可 积 的 . 
4， 设 入 ,1ET) 是 一 族 r.v.. 证 明 ; 如 果 存 在 非 负 r.v. &E 工 
使 对 每 :ET,|&|<E as , 则 (ET) 一 至 可 积 、 
5， 证 明 ,如 存在 >0 使 supB ls < co , 则 =v 族 (ze 


了 一 致 可 积 . 
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6， 如 果 xzER 满 足 PCE=z)==0, 风 称 xz 为 r,v, 的 连续 点 . 


如 果 对 r.v.< 的 每 一 个 连续 点 z, 均 有 
”im ST) = P(x), 


则 称 r, v- 序列 {fn 实 1) 依 分 布 收敛 到 I.v.6, 记 成 入 .证明 
G) 如 总 全, 则 名 了 全 6 
(2) 如 名 必 $ 且 存在 a€ 有 使 P(E 一 0) 一 1, 则 &. 太 ， 
(3) 如 及 一 6, 则 对 二 的 每 一 个 连续 点 > 有 Te cy*1 cs 和 


{ress Tien 


7 设 二 中 的 非 负 r.v.t 和 ,n>1 满足 和 ES8, EE 
证 明 {&,n 庄 1) 一 致 可 积 ， 

8， 设 非 负 rv 列 属 吕 之 二 满足 E6.-*0, 证 明 售 ,nn 汪 1} 一 玛 
可 积 . 

9， 设 r.s. 列 信和 ,nn 之 1} 满 足下 列 条 件 : 

QQ) {好 ,n 沪 1) 一 致 可 积 ; 

(2) 五 liminf & 有 意义 ， 
证 明 : Eliminf &, < liminf Eé,. 

10， 设 rv 列 { ,321} 满 足下 列 条 件 ， 

C1》 存在 7EL 使 | | a.s.; 


(2》 对 某 r ve,E 9& 
证 明 ; limEE 二 Fé. 


11， 如 果 训 一 0, (oz21) 一 致 可 积 ,证 明 且 六 全 0. 
12， 设 {: 多 。mz21} 是 概率 空间 人, 多 ,P) 上 .多 的 非 降 予 c 
域 列 , 即 对 每 zz1, 多 ,是 日 的 子 集 格 成 的 “ 域 , 且 
CC 
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记 一 of 同 到 .证明 : 对 任 一 ,多 < 可 测 的 二 六 及 存 在 Fw 


0 对 各 n 宇 1; 加 关于 多 ,可 测 ; 


(2) 人 二 
13. 证 明 C 不 等 式 : 设 所 , 有 是 cv or>0 令 
i， 0 过 rr 入 1， 


-| 
1 rl1, 


WE| DE < C.D Er. 

14. 证 明 广 六 Chebyshev 不 等 式 ; 设 站 是 r.v, ,有 是 玉 上 非 负 
Borel 可 测 函 数 .如 果 g 是 侦 函 数 且 在 L0,co) 非 隆 , 则 对 征 给 e>0 
Plt| 守 5) Ege(t) /gle). 

15. 证 明 :r.v.€ 和 的 相关 系数 pt&, 功 二 十 1 当 且 仅 当 存在 
A016ER 人 全 WW=at+b a.s. 
16. 设 1{ te 人) 是 独立 Y. 族 , 又 T,v. 族 { 办 ,ET 满足 ; 对 
每 ET, 二 各， a. 8. .证明 {?:ET} 也 是 独立 的 ， 
17， 设 如 ,六 1 是 一 族 d.f. .证 明 存 在 一 个 概率 空间 (C02， 
.多 ,PP 以 及 它 上 面 的 独立 r.v. 列 !,n 实 1}) 使 对 每 n 守 1,6.~F.. 
18.， 设 { 二 ,nn 全 1} 是 某 概率 空间 上 的 rr,v. 列 ,证 明 存 在 概率 空 
间 (2. ,了 ) ,在 它 上 面 可 定 疼 世 v 列 {9 )n 人 1} 和 化,,n 详 1} 使 
C1 {pn 这 1} 和 化 ,yn 六 1} 均 与 和合 ,,n 闻 1} 同 分 布 ; 
C2) {yn 字 1} 与 人 ,nn 亿 1) 独立 . 
19. 设 r,v.t,7 独 立 , 证 明 
(1) 如 对 集 r>>0, 瑟 1ET7| co, 刚 
Elél < o0,E|Y|" < cc 
(2) 如 辣 在 c 关 0 退化 ; 则 # 和 3 均 退 化 . 
20. 设 玉 和 避 是 尽 上 非 降 右 连续 谓 数 ,证 明 对 任何 实数 a 过 
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二 ,下 列 分 部 积分 公式 成 立 : 
FONGCOH FC)GCa) 
= | F(zIdGCz) 十 | Gr — OdF x). 
Ta, 下] 《6 了 ] 
21. 设 r ve 五 | 上 j "<ece. 证明， 

六 rarcn 一 中 “1[1 一 下 (zy ldzr; 
小 oo 

[ IzhdF(z) = | zl rdx; 
oo 中 


El =af wl — FC) + F(— 4)Jdz. 


22。 设 信 呈 一 1."…,n} 是 概率 空间 (0,.,P) 上 的 随机 向 量 . 
对 每 wD Co),&(w) 按 大小 到 大 的 次 序 排列 成 
人 Ko 生 (0 扫 …… 乓 名 (wo)， 
这 样 得 到 的 (ED) 称 为 名 ,各 的 次 序 统 计量 . 证 明 ;次 序 
统计 量 ( 吉 .9 所) 仍 是 (8, 罗 ,PP)? 上 的 稍 机 向 量 . 
23， 分 布 函数 
E(x) = [1 工 < 0 


1 一 er 和 D 


称 为 标准 指数 d.1. ;分 布 函数 ， 


0， 工 所 站， 
I — I ~ 
和 li/ dt, 70 








Cn — 171), 
称 为 参数 为 上 的 Gamma d.f. ;分 布 函数 
六， 
(nm + #2 — 1)! 人 
— nl Ns “ en 1 -一 mg 一 II 
Bn DN) dt, Oz<l, 
: 元 社 1 


1， 
称 为 参数 为 (1;n2) 的 Beta d.. .证 明 
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1》 如 果 总 本 独立 同 标准 指数 分 布 , 则 2 人 Ds 





1 
vs mm 人 五 站 
《2) 如 果 六 Ts, + Ya TT.,: 则 了 十 加 nm 
24. 设 司 独 芯 同 d. f£, ,和 于 ,是 ti 人 村- 的 次 
序 统计 量 . 证 明 


已 (有 < | 一 五 《7 十 七 R 
对 一 切 去 二] yn 成 立 . 


第 二 节 ”距离 可 测 空 间 


2.1 距离 空间 提要 


设 ( 芝 ,po)? 是 距离 空间 . 对 每 xEEX， 
UCre} = {yply < 
称 为 工 的 半径 为 se>0 的 球 邻 域 .X 的 子 集 4 称 为 开 集 ,如 对 每 = 
所 4, 存 在 60 使 TreoC4. 不 难 验证 :和 和 个 是 开 集 ;两 个 开 
集 之 交 是 开 集 ;任意 个 开 集 之 并 仍 是 开 集 . 下 的 和子 集 4 称 为 闭 集 ， 
如 | 其 人 杂 集 4: 是 开 集 . 不 难 验 证 :和 与 局 是 闭 集 ;两 个 闭 集 之 并 是 闭 
集 ; 任 意 个 闭 集 之 交 仍 是 闭 集 ， 

称 zE 筷 是 4CX 的 一 个 聚 点 ,如 果 对 每 se>0, 存 在 yE A\ 
{zi 使 yEUCzx,e), 4 和 它 的 全 性 聚 点 合 在 一 起 组 成 之 集 叫 居 4 
的 闭 包 , 记 作 47, 称 xEACK 及 为 及 的 内 点 ;如 存在 s 汪 0 使 Utx， 
5)CA4.4 的 内 点 的 全 体 组 成 之 集 称 为 4 的 内 部 , 记 为 4". 容易 看 
出 ,A4- 是 包含 4 的 最 小 闭 集 , A* 是 4 包含 的 最 大 开 集 . 今后 ,我 
们 把 34 ==:A4-\A? 称 为 A 的 边界 . 设 EX,ACX, 通 常 称 p(x， 
4 一 inffeftryy:yE 4 为 点 二 到 集 4 间 的 距离 . 若 A,BCX, 叉 
把 64 有) 一 if 帮 pfryy):zE4dwEEB) 称 为 集 4 和 吾 间 的 虐 离 . 

总 的 子 集 4 称 为 是 稠密 的 ,如 果 4 二 下 ,站 称 为 是 可 分 的 ， 
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如 果 芒 有 一 个 至 多 可 数 的 黎 密集. 一 族 非 空 开 集 组 成 的 集合 系 
{Gst ET}) 称 为 了 X 的 拓扑 基 , 如 果 羡 之 任 -- 非 空 开 集 均 可 表 为 
{GtET} 中 若干 集合 之 并 ,或 等 价 地 对 每 zxE 天 和 每 e>0, 存 在 : 
所 下 使 GCCzrE) ,可 以 证 明 : 和 是 可 分 的 当 且 仅 当 它 有 可 数 折 
扑 基 . 

距离 空间 及 的 点 列 {z,} 称 为 基本 列 , 如 当 nn,m 一 co 时 ,p(x， 
zn) 天 0, 点 列 {z 称 为 站 仇 列 ,如 果 存 在 <E 三 使 当 co 时， 
Dzze0 此 时 , 亦 称 {z} 收 叙 到 z, 记 作 六 -2 如果 和 的 每 一 
个 基本 列 都 是 收 伍 列 , 则 称 它 是 完备 的 . 

设 4 是 七 的 子 集 , 则 (4,o) 仍 然 是 一 个 距离 空间 , 称 之 为 ( 屋 ， 
中 的 子 空间 . 易 证 上 是 A 之 开 集 当 且 仅 当 存在 六 之 开 集 G 使 BB 
一 4 门 G, 此 外 ,可 分 距离 空间 的 任 一 子 空间 是 可 分 的 ;如 果 踪 离 空 
间 关 的 子 空间 4 是 完备 的 ,那么 它 一定 是 及 中 之 闭 集 ;完备 距离 
空间 天 的 子 空间 是 完备 的 当 且 仅 当 它 是 久 中 之 闭 集 . 

叉 中 的 一 族 开 集 {G.,zET} 称 为 它 的 开 覆 盖 , 如 果 【jG. 一 


fE 了 


蕊 ,区 称 为 是 紧 的 ,如 果 它 的 任 一 开 覆 盖 都 含 一 个 有 限 子 覆 盖 , 即 
如 {Gst€ET} 是 的 开 覆 盖 , 则 一 定 存在 nn 守 1, 1 二)JCT ,使 
iGi if 二 1,…,n) 是 下 的 开 覆 盖 . 六 是 紧 的 当 且 仅 当 的 每 一 元 穷 
于 和 集 都 有 育 点 当 且 仪 当 区 的 每 一 序列 都 有 上 收 僵 子 列 .下 称 汐 是 予 
紧 的 ,如 对 每 s>0, 和 有 有 限 = 网 ,也 就 是 说 存在 互 的 有 限 子 集 
{zo yz } 俩 对 每 EX,DCrsr<e 必 对 某 i 一 1 yn 成立. 又 
X 基 紧 的 当 且 充当 它 是 对 紧 和 完备 的 ;对 紧 的 距离 空间 必 是 可 分 
的 . 而 区 是 可 分 的 当 且 充当 它 的 任 一 开 短 盖 有 可 数 子 覆 盖 . 

XX 的 子 空间 4 如 是 紧 的 或 韦 紧 的 , 则 分 别称 为 区 的 紧 集 或 予 
紧 集 . 又 多 的 子 集 4 称 为 是 有 界 的 ,如 Sup p(X,yY)》 < oo. 易 见 ， 
于 紧 集 是 有 界 集 , 紧 集 是 闭 集 , 而 紧 空间 的 闭 集 也 是 紧 集 , 广 的 子 
集 4 称 为 是 相对 紧 的 ,如 其 闭 包 4- 是 紧 集 . 相对 紧 集 必 是 于 紧 
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集 ,而 完备 空间 的 予 紧 集 必 是 相对 紧 的 . X 的 子 集 相对 紧 当 且 仅 
当 它 的 每 一 个 序列 有 一 个 收 敏 子 列 . 

设 ( 下 ,让 和 和 ( 玉 * ,p") 是 两 距离 空间 . 革 天 关 " 的 了 喘 射 卫 称 做 在 . 
zo 扎 信 连续 ,如 对 任 给 se 半 0, 存 在 65>0 使 当 ptzr,zo)<<6 时 ,有 
Pp" CAT) ,flo)》 < 之 6 ,如果 对 每 x 全 及 ,了 在 zx 连 续 , 则 称 了 是 连 
续 遇 射 .了 是 (X,P) 到 (XX* ,sp*) 的 连续 映射 当 且 仅 当 对 多 * 的 任 一 
开 集 G, 广 GG 基站 的 开 集 当 且 仅 当 对 及" 的 任 一 闭 集 下 ,1!'F 是 
蕊 的 闭 集 当 且 仅 当 对 工 的 任 一 子 集 4,fC4-) 和 二 f(A)- 当 且 仅 当 
对 任 宫 EX 各 工 EX,X>X 苇 合 f(z 一 flx), 设 了 是 (XX,p) 到 
《Xp 的 1 一 1 的 在 上 的 上 映射, 而且 了 和 广 : 都 是 连续 的 ,那么 
称 它 为 一 个 同 胚 映射 . 如 存在 (和 ,站 到 (pp 之 同 有 虐 映射, 那么 
称 这 两 距离 空间 同 胚 . 如 p, 和 ps 都 是 和 上 的 距离 ,而且 (和 ,po 到 
“Eyes) 的 恒 等 映 射 /x) 一 zx 是 同 肛 映 射 ,那么 称 这 两 距离 是 等 价 
的 . 

(XX,P) 到 (X" ,9° ) 的 喘 射 了 称 为 是 一 致 连续 的 ,如 对 任 e>>0， 
存在 3>0 使 任 zzsE 中 ,只 要 pzyzy<B, 就 有 PCFCxr)， 
Fra<e. 从 紧 空间 到 一 般 距 诊 空 间 的 连续 映射 是 一 致 连续 的 . 


: 设 对 i 二 1any(CXisp) 是 距离 空间 , 记 党 一 XX; . 对 证 一 
;一 1 


《219 Y= CH i )E 忆 及 , 令 








Pxsy) 一 [Be (Czy) | 
易 见 (XX, 已 是 一 个 距 郊 空间 ， 称 之 为 X09 1 3 的 乘积 空 
间 . 设 对 每 i 宇 1, (Xp) 是 距离 空间 , 记 太 一 XX. 对 =Car 
Te) yy ) EX, 邻 ~ 
plz sy) = Ea 十 p(Ti sy)]， 
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则 CX, 还 基 一 个 距离 空间 , 称 之 为 (Xsp10 1i 主 1 的 乘积 空间 . 综 
合 忆 上 两 种 情况 ,用 1. 6 约定 的 记号 ,我 们 就 对 一 族 距 房 空间 (CX;， 
7yiEEAN 定 义 六 其 磁 积 空间 (XX,p). 可 以 证 明 : 苹 中 之 序列 {x 二 
Cn EN) ,n>1} 是 禁 本 列 当 上 且 仅 当 对 每 iEN, {rn 这 1}) 是 
Xi 中 的 基本 列 ; 久 中 之 序列 1x 二 (x 四 ,EN),n 宇 1} 收 但 到 x= 
CxisiEN)EX 当 且 仅 当 对 每 iEN, {zn 写 1} 收 合 到 x EEX; 久 
是 完备 的 , 当 且 仅 当 对 每 i€EN,X, 是 完备 的 . 又 可 以 证 明 ; 开 是 可 
分 的 ,了 予 紧 的 和 紧 的 ,其 充 要 条 件 分 别 是 对 每 iEN,X, 是 可 分 的 、 
于 紧 的 和 紧 的 ， 


2.2 距离 可 测 空 间 


设立 是 距离 空间 ,p 是 上 的 距离 ,以 信 记 贸 的 全 体 开 集 组 
成 的 集合 系 . | 

定义 1.2.1 北 =ol@) 称 为 距离 空间 久 上 的 Borel 集合 系 ， 
沙 中 的 集 称 为 区 中 的 Borel 集 :CX, 骆 ) 称 为 距离 可 测 空间 . 

每 一 个 距离 空间 都 自然 而 榴 地 产生 一 个 距离 可 测 空 间 , 由 于 
X 上 两 个 等 价 的 距离 产生 同样 的 开 僻 系 ,此 它们 对 应 着 同一 个 星 
离 可 测 空间 . 

考虑 维 数 至 多 是 可 数 的 乘积 空间 . 以 (XX,p) 记 一 族 距 高 室 何 
XioPpEEN} 的 乘积 空间 . 距离 空间 (XX ,pj} 的 Borel 集 系 记 作 
当 ; 对 每 EN,(X;,p:) 的 Borel 集 系 记 作 各 . 我 们 将 说 明 ' 和 
X 流 间 的 关系 于 下 ， 


定理 1.2.1 对 一 般 距 离 空间 (KX,,p) ,iEN, 有 





(1. 2.1) BDO XE: 
EN 

如 对 每 iEN, 《iD 可 分 , 则 

(0. 2.2) 用 X 天 . 


iEN 
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证 明 以 信 ,iEN 和 加 分 别 记 (CKP ,EN 和 (0 的 开 
集 系 . 当 六 一 11 sn} 时 ; 易 见 





XX 名 = so{ {XxX Bi:B E Bi eo 1 nn)) 
了 EN 1 一 


a {XO € 一 1 

CTC oa) = 
当 交 一 (12 时 ,到 有 
MX 孵 ; 二 ol {{ XB XX ( x 总 :BE 天 一 1 1}) 
将 A ， 


Tt 


-ol {{ XG x{ XX) GE Oi 1.kk 1)) 
fi 一 ] t= 上 二 1 
(二 芽 
故人 1.2, 1) 总 成 立 . 
设 对 每 iEN,(X,,P) 可 分 , 取 和 为 义 ; 的 可 数 拓扑 基 并 令 


{XU UE 2 一 1 nn}, N= { ,mn}, 
Br 一 4 


{ XU XX [x XX] :U, EE Kit = 1 宇 1}， 
| N= {1],2,."}., | 
不 难 验证 2B 是 (6 的 一 个 可 数 拓扑 基 . 由 于 人 己 义 声 ,我们 
得 
B= (0) = oT XH. 
FE 二 

土 式 与 (1. 2.1)? 结 合 便 得 (1. 2. 2). 证 完 . 

引进 距离 可 测 空间 的 原因 是 概率 论 中 和 营 常 要 研究 取信 于 距离 
空间 的 随机 元 . 因此 ,定理 1.2.1 和 定理 1.1. 13 的 如 下 推论 是 有 
用 的 . 
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系 1.2.2 如 对 每 :E 六 ,成 是 可 分 距离 空间 , 则 # 一 ($i,iE 
?是 概率 空间 (多 ,PE) 到 蒜 Ew 的 乘积 空间 和 的 随机 元 当 
且 仅 当 对 每 ;iE 交 ,后 是 (0 ,FE ,P) 到 XX; 的 随机 元 ， 

下 面 是 一 些 常见 的 距离 可 测 空间 . 

宏 间 尼 对 每 x,yER, 令 

dT) = |r yy, 
则 (中 ,4) 是 一 个 完备 可 分 距离 空间 . 这 个 距离 空间 的 Borel 集 系 就 
是 第 一 节 定 义 的 缀 ; 取 值 于 这 个 距离 空间 的 随机 元 就 是 定义 1. 1. 
3 中 的 r,v,， | 
室 间 各” 对 每 z= 二 Cry Ty 二 CR 令 


dx,y) 一 [> Cx; 一 加 2 
;一 1 


(R* ,di 是 上 个 CR,d) 的 习 积 空间 , 仍 是 完备 可 分 距离 空间 . 据 定 
理 1.2.1, 足 离 空间 ( 民 ,d1) 的 Borel 集 系 就 是 第 一 节 1.6 中 定义 
的 如 , 取 值 于 这 个 距离 空间 的 随机 元 就 是 & 维 随机 启 量 . 

空间 R” 对 每 x 二 (zyi 宇 1) yy 一 (yi 宇 1) ERR, 令 


CCzyy) 一 Dal le 一 EGG Jz — yi0). 


(CR™ ,ds 是 可 数 个 (R,4) 的 乘积 空间 ， 还 是 完备 可 分 距离 空间 . 距 
离 空 间 (R” ,ad 的 Borel 集 系 记 为 受 " , 取 值 于 这 个 距离 空间 的 随 
机 元 就 是 r.v, 序列 . 

空间 CL0,1] 以 CL0;1j 记 在 闭 区 间 [0,1] 上 定义 的 实 值 连 
续 函 数 的 全 体 组 成 之 集 . 对 < 一 CT OE yy 一 (wDO<Re<sS1) 生 
CL0,1], 令 











dctr,y) 一 oe, |z 一 | 和 
则 CCL0,1j,dc) 成 为 一 个 完备 可 分 的 距离 空间 , 我 们 把 这 个 距离 
空间 的 Borel 集 系 记 为 统 c[0,1j. 设 SCD0,1]. 对 每 x+ 二 (zx,0<t 
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XAT rt EE SY), 
并 仍 称 之 为 投影 映射 . 关于 训 cL0,1] 的 结构 ,有 如 下 的 结论 ， 
定理 1.2.3 统 -[0,1]=o({rr Cooau :ue RELO,1])) 
证 明 对 每 mr 六 1;0 扫 二 < 是 (CL0,1],dcy 到 
《Rd 的 连续 上 映射. 但 连续 映射 是 可 测 的 , 故 对 每 wER, 每 1E€ 
[0,1 了 ,总 有 N04 万 吉 cL0;11. 于 是 
snl ooyu jw E Rt E L011} OC 当 c[0,1]. 
设 DD 是 [0,1j] 之 可 数 秽 集 . 对 任 给 es>0 和 z= (zx,0 太 5 寺 1) EE 
CL0,1], 我 们 有 
{y E CEO,ll:de(ty, x) < el 








= U {y €E CO]:de (yz) Ee — 1/n} 


= = 站 = 0S DE CT |y -zx | ee lin) 





r=1 1ED 
Ean Ct cou :tt €E Ri € [0,11})., 
由 于 CL0,1] 可 分 ,上 式 给 出 
R01 Cal{a lt oo Ju € Rt € [0,1])). 
定理 证 完 . 


作为 定理 1. 2. 3 的 推论 ,我们 知 :8 (二 ,0<esD) 是 概率 空间 
(2: 玉 , 忆 ) 到 CL0,1]; 吏 -[0,1D 的 随机 元 当 且 仅 当 对 每 wE Nn， 
6.(w) 作为 + 的 泗 数 在 [0,1] 上 连续 ;对 每 :€E [0,1],& 是 (0,.F， 
PP) 上 的 .vv.. | 

空间 CL0,50》 以 CL0,o0) 记 [0,5) 上 实 值 连续 函数 的 全 体 
组 成 之 集 . 对 每 z+ 一 (zt 守 0) ,yy 一 《ywt 计 0)E CD0,00), 记 dw cz， 
72 二 SUP Ix 一 94| 青 令 





dE (xz,y) 一 Drm ep/ 
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不 难 验证 ,CC[0,co),q2) 蚌 -~ 个 完备 可 分 距离 空间 放 且 对 任 x€ 
CLo,co),x ECLO, oo), dF (rmx) 一 0 当 且 仅 当 对 每 上 全 1， 
dr ,zx)>0. 把 CC[0, oo0),d2) 中 的 Borel 上 集 系 记 为 统 . 
[0,c0). 设 5CL0,oo0)., 对 每 fz 一 (zt 这 0j ECD0,20), 令 
msfz) (rt E 5) 

并 称 之 为 投影 映射 .类似 于 CL[0,1 的 情况 ,可 以 证 明 ， 

定理 1.2.4 统 c[0,00)=a({r (00 ]:nE R20)). 

由 此 可 见 ,#$ 二 ($4.,t 宕 0) 是 概率 空间 (82, ,PP) 到 (C[0,o0)， 
沈 c[0,00)) 的 随机 元 当 且 仅 当 对 每 wE8,&Cw) 作 为 1 的 函数 在 
[0,s0) 上 连续 ;对 短 0 是 (只 多， 已) 上 的 T。V，， 


2.3 完备 可 分 距离 空间 


前 面 所 述 的 几 个 例子 玫 是 完备 可 分 距离 空间 . 事实 上 ,今后 常 
见 的 也 是 这 类 上 距离 空间 . 因此 有 必要 对 其 性 质 作 进 一 步 讨论 . 

考虑 严 " 的 子 集 [0,1 卫 ,沿用 本 中 的 距离 4 ,0,1]”,d.) 
成 为 一 个 距离 空间 ， 

命题 1.2.5 任 一 可 分 距离 空间 { 久 ,p) 与 ([0,1]”,d) 的 一 
个 子 空间 同 胚 ， . 

证 明 设 D= {wm,n 之 1} 是 (XX,p) 的 一 可 数 稠 集 . 对 每 x,yE 
尽 , 令 prsy) 二 plzsyy)I[1 二 p(xyy)]. 定 义 ( 玉 ,Pp) 到 ([0,1 了 六， 
de) 的 映射 如 下 : 

fr = Cplrsm) nl1), rE XX. 

如 果 关 中 之 序列 {zyi 宇 1) 收 贫 到 xEX, 则 对 每 n 实 1 当 i-xco 时 
总 有 























[Bzis0) ~ Or | EE Pri x) pe) > 0. 
这 表明 在 空间 ([0,1]”,4d.) 中 
fx) = (Pr nD) f(r) = (prya) sn 1). 
因此 映射 六 是 连续 的 . 如果 zx ,rsEX,ptlri ,xs) 汪 0; 则 取 aEDD 使 
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pfzriyal<pfrivri)72 便 有 
站 at] -OUTeyTI) — HATO) > CEI9G1， 
并 由 此 推 知 PCrsyo 二 pfzsa), 这 表明 Fz 7 和 za 至少 有 一 个 
坐标 不 同 , 因 此 /是 1 一 1 的 .在 [0,1J* 的 子 集 /(X)={f(x) :zxE 
古 } 上 , 道 映 射 广 ! 有 定 艾 . 往 证 产 : 是 (CX),d.) 到 ( 义 ,p) 的 连续 
映射 , 即 对 任 EX,i 写 1 和 EX,qdo(f lz),f(zT))0 交合 
2t2isz) > 人 为 此 ,我 们 只 需 说 明 , 如 对 某 ziEX,i 写 1 和 xEX， 
agri 一 0 不成立 , 则 ca.CFazy rz 一 0 永 不 可 能 成 立 .事实 
上 ; 当 plzwisT) 一 0 不 成 闻 时 , 定 存在 6 之 0 和 {zi,i 汪 1} 的 子 序列 
{zn 全 1} 使 plz ,TT) 记 5 对 一 切 nn 汪 ] 成 立 , 这 时 只 要 取 GE 万 

使 otra)<eo/2, 就 有 . 
OT 90) 2 PRT) — PIs0) > eof2, 
从 而 pl ;这 ge0/ (2-Feo) 守 p(xz ,2), 即 
PR el) 一 ps) /2 — ptr) 0 
对 一 切 n 字 1 成 立 , 于 是 .Fri 至少 有 一 个 坐标 不 收 敏 到 flzr) 相 
应 的 坐标 :qd.CAfz) zy 当然 不 能 成 立 . 至 此 ， 我 们 证 得 了 
了 是 (XX,P) 到 (fCX),d) 的 同上 肚 映 射 . 命题 证 完 ， 
命题 1. 2.6 如果 完 备 距离 空间 (X* ,p* ) 与 距离 空间 CX ,1) 
的 一 个 子 集 B 同 有 是, 则 BB 是 CX ,中 的 Gs 型 集 ,县 它 可 表 为 (XX， 
2 中 可 数 个 开 集 之 交 ， 
证 明 设 f 是 (XX*,p') 到 (B,p) 的 同 胚 映射 .对 每 xz,yE 有 5， 
令 Cp D(x) 一 pC (7) ,1(y)). 易 见 (B,p' 广 是 完备 
距离 空间 而 且 8 上 的 距离 "六 :和 po 是 等 价 的 . 以 畏 记 (到,p) 的 
开 集 系 ,B- 记 ( 苹 ,P) 中 子 集 B 的 闭 包 , 则 CB-,p) 之 开 集 系 为 B- 
Ne®, 1 她 ] , 令 
={UEB- ne 党 站 且 手 会 人 DC yl/n); 
一 U {UU € 外 
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我 们 先 证 
《1, 2. 3) B= No 


设 rEB. 对 每 n 半 1, 考虑 CB,p* 广 让 中 以 之 为 中 心 1/ 02m) 为 

半径 的 开 球 
Va {y €E Bo fF Dr) < 1/(2n)). 
由 于 召 上 的 距离 p* 广 ! 和 等 价 ; 故 V, 是 (8, 户 中 的 开 集 .但 (8， 
P) 是 (8- ,的 子 空间 , 故 一 定 存在 UEB- -NM@ 使 V.=U 人 NB. 此 
外 ,对 任 yy;y2EUVNnB=V,, 有 
CR ya) EV) + Pyar) < mn. 
因此 ,UE 2B 并 进而 推 得 
TEWV=UNBCUCL, 


对 一 切 a2>1 成 立 .这 证 明了 B CC 门 U, 


设 z€ 门 VU.. 此 时 zeEB-, 故 存在 {zi 之 1}CB 使 当 i>oo 


推 于 ] 


时 prozry0. 此 时 又 有 ;对 每 # 谤 1, 存 在 UE 人 ,使 xEU. 由 于 
UU 是 (B ,让 之 开 集 且 {zxivi 字 1} 必 B 在 (B87 ,Pp) 中 路 合 到 xzE€U, 故 
存在 六 使 ;zi 时 x;EUNB. 这 一 事实 与 UE 人 ,一 起 表明 当 i,j 
池 吉 时 必 有 Cp 广 阅 (rx) 之 17n. 因此 {zsi 字 1) 是 (8,p* 了 中 中 
之 基本 列 .但 (8B,p* 广 完备 , 故 存在 xo€B 合 (0 1x,,x0) 一 
0. 由 于 p* 广 与 pp 是 8B 上 的 等 价 中 离 , 政 亦 有 plzr;,zxo)->0. 于 是 ， 
序列 {zi 证 1}) 在 (87, 中 到 收 化 到 zx, 又 收 钱 到 zo; 因 而 z=zx6 全 


B. 这 样 又 证 得 了 门 忆 ,二 五 ,从而 1.2.3? 成 立 . 


考察 1.2. 3) 式 . 由 于 对 每 n 字 1, 存在 GE 信使 U, 一 G, 门 B-， 
又 由 于 可 才 
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B-= (| {x E KPT B) < 1/m}, 


记 Gn=G, (| {rEX, Cs BY lm , 便 得 


B = 门 5 = 门 门 c.- 
易 见 万， _ED 对 每 # 现 之 1 成 立 . 命题 得 证 . 
把 命题 1. 3. 5 和 命题 1. 2. 6 结合 起 来 , 便 得 
命题 12.7 每 一 完备 可 分 中 高 空间 与 ([0,1 了 ”,d,) 中 的 一 
个 全 型 集 同 肘 . 


2. 4 Borel 空间 


我 们 进而 讨论 由 完备 可 分 距离 空间 产生 的 肛 诊 可 测 空 间 . 为 
此 ,需要 讨论 可 测 空间 之 间 的 等 价 概念 ， 

定义 工 2.2 可 测 空 间 (X ,多 ) 和 (Y ,5 ) 称 为 是 等 价 的 , 记 作 
(下, 入)~(Y ,5 ,如果 存在 一 个 从 斑 到 了 的 1 一 1 的 在 上 的 上 陕 射 
产 ,使 上 和 广 :分 别 是 (到 ) 到 (2 和 (5 到 (区 , 另 ) 的 可 测 
变换 . 此 时 ,y 称 为 等 价 映射 ， 

命题 1.2.8 由 ~ 定 义 的 关系 是 等 价 关 系 , 即 若 (0, 祈 ), (六 ， 
史 ) 和 (Y,597) 寿 是 可 测 空 间 , 则 

1 (CA) ); 

2) ( 虽 , 训 ~ 六, 党) 于 含 (KX, 客 ) 一 (0 )， 

3) 【人 多) 一 《人 人) 和 [三 , 喇 ) 一 (TS2) 草 含 (有 ,多 ) 一 (了 ， 





SA . 
命题 1. 2.9 设 { 6) ,EET} 和 {C7271) ,tE 了 } 是 两 族 
可 测 空 间 . 如 对 每 ET,(X,y 各 ~ (7,,55), 则 
( XX,X 名 ] ~ { XY XH). 
证 明 对 每 iET， 以 区 记 (X 绍 ) 到 (Y.,57 的 等 价 映射 对 
每 xz 二 Cx,tET), 今 
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Frzy = (f(r) st ET). 
不 准 验证 了 是 | XX,X 骂 ) 到 { XX 站 ,多 7 的 等 价 映 射 ， 
证 完 . 

命题 1.2.10 如 了 是 可 测 空间 (和 ,多 ) 到 (7,2) 的 等 价 肌 
射 , 则 对 任 BCX,f 限 制 在 BB 上 基 可 测 空 间 C8,B 门 禾 ) 到 (f(B)， 
ACB) 门 2) 的 等 价 映射 . 

”命题 1.2.11 设 (基肥 ) 和 人 ,2 0) 是 可 测 空间 , {st 世人 卫 } 和 
{7E 了 IT) 分 别 是 生 和 了 的 分 割 (集合 分 割 的 定义 见 1.9), 如果 对 
每 :ET, XN NB ~ TY NN , 则 CX ,SB) ~ .0), 

证 明 对 每 :ET, 以 厂 记 (CX, 六 门 多) 到 (Y,,Y, 丫 57) 的 等 价 
映射 .定义 对 到 了 的 映射 使 当 xzEX, 时 f(x) 一 f(z) ET. 易 
岗 上 是 (和 , 静 ) 到 (7 ,5 的 等 价 映 射 .证 完 . 

命题 1.2. 12 了 距离 空间 XX 到 了 的 同 胚 映射 是 对 应 节 离 可 济 
空间 (区,B) 到 《YY,57) 的 等 价 映射 

下 面 ;我们 引进 Borel 空间 的 概念 . 

定义 1.2.3 可 漠 空 间 (X, 牧 ) 称 为 Borel 空间 ,如 存在 BE 
[0,D 门 过 使 (于, 名) 一 (8B8,8 作 统 ). 

我 们 将 证 明 , 任 一 完备 可 分 距离 空间 产生 的 距离 可 测 空 间 是 
Borel 空间 . 为 此 ,要 先 证 两 个 引 理 . 记 石 二 10,1}, 即 由 两 个 数 0 
和 1 组 成 之 集 ; 妥 一 (4:4C 五 } , 即 由 五 的 一 切 子 集 组 成 之 e 域 
DD 二 有”, 有 即 由 每 项 非 0 即 1 的 序列 组 成 立 集 ;更 一: 多” , 即 呵 的 
乘积 c 域 . 

引 理 1.2. 43 (0,1),[0,D) 们 各) 一 (D, 和 ). 

证 明 易 见 ,对 每 后 万 ,fa)} 红 巧 . 又 
Do 一 {8 二 (qi 字 1) E€D: 存 在 局 全 1 使 对 一 切 i 守 ioyai 二 1 
是 吕 的 可 数 子 集 , 故 DoE 名. 对 每 zE [50,1), 存 在 唯一 的 a= (@ ,i 
宇 1)E 2 使 之 表 为 

36 








(1. 2.4 一 2 /2 
反之 ,对 每 a= (ayi 六 1)E€ UL 2.4) 也 确定 了 唯一 的 x E80， 


1), 这 样 ,通过 (3. 2.4) 式 就 定义 了 一 -个 [0,1) 到 加 的 1 一 1 的 在 上 
的 映射 g:g(z) 一 a 给 定 # 庆 1,0 才 <<2". 用 (1.2.4) 可 表 和 /2 一 
> BZ , 即 
ERI2) = (Bly BO ), 
其 中 Bi st H., 这 时 ,对 每 TELE/2 ,十 1)/2"), 有 和 且 权 有 一 
个 teiivi 之 1}E Ds 使 
ECZ) = (a a ). 
由 此 可 见 
(1.2.5》 gL&/2", (CR + 1 /2") 
=D NN = 1 二 1 

即 在 映射 g 下 ;区 间 [ 寿 /2 证 十 1)/2") 变 成 也 与 终 中 一 个 柱 
集 之 交 , 由 于 [0,1) 的 一 切 形 如 [4/2", (十 1)/2") 之 子 集 生成 之 so 
域 就 是 [0, 示 门 史 ,又 由 于 也 的 一 切 形 如 fa= (Casi 社 1) ED:a = 
户 ,Ts<sa) 的 子 集 生成 之 = 域 就 是 鲍 , 故 (1. 2.5) 表 明 g 是 人 [0， 
DD [0 站 家 ) 到 (PDBDE 门 轩 ) 的 等 价 喘 射 . 

以 到 记 [10,1 中 有 理 数 全 体 ,又 

Di= fa E Dg la) € TT},D, = DD, UD.. 
由 命题 1. 2.10,8 是 (0,DN TT ,[0,DN 产 们 统 ) 到 (Di ,Di 人 门 儿 ) 
的 等 价 栈 射 .再 任 到 一 个 王 到 五 : 的 一 个 1 一 1 的 在 上 的 映射 ,由 
于 五 是 民 ,T 介 殉 } 到 CDi,DD 门 宅 ) 的 等 价 映射 ,对 每 +E [0,1) 令 
Fz) = gD nr Cr) 十 有 zz)， 

我 们 就 由 命题 1. 2. 11 推 知 了 是 ([0,1),590, 几 统 ) 到 (D, 多 ) 的 
等 价 映射 . 证 完 . 

引 理 1.2. 14 CD,2@)~(D" ,2 )， 
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证 明 ”对 每 ae 一 (ez21, 令 日 一 和 oem- tm 
13B, 一 (Buns 砚 宇 1 1n 祁 118 二 (Ban 之 1). 我 们 就 确定 了 一 个 了 到 
2 的 1 一 1 的 在 上 的 映射 | 

gE Dit€E DD”,, 
对 每 ,EH; 令 Altay0) 一 2= (fDi EH,i>n) 
并 记 
一 fa 
则 易 见 
Cl. 2. 6) Toa): 


(1.2.7) Sm 一 df[ {X41) x Dr AE i = 1 nn 1}), 


由 于 映 疾 8 把 每 AE .x 变 成 一 个 形 如 | 义 和 4) x De 之 集 ,其 中 


n 字 1] 且 对 每 ?二 1 到; 玻 (1.2.6) 和 各 红 . 2.?) 说 明 g 是 
(ED 到 (CD 22") 的 可 测 变 换 ,g 是 CD” ,22”) 到 (CD 到 ) 的 可 
定理 1.2.15 完备 可 分 距离 空间 态 的 距离 可 测 空间 ( 久 , 吕 ) 
是 Borel 空间 . . 
证 明 由 引 理 1. 2,.13, 引 弄 1. 2. 14 ,命题 1,2.8 和 命题 1, 2.9 





下 得 
(1.2,.8) (10,17,L0;1) 有 家) 一 0,10™,1{[0,1) 门 静 ) 
以 名"[0,DD 记 (0,1)”,d..) 中 之 Borel 集 系 ,由 命题 1. 2.7 了 又 知 
存在 AE 统 "[0,1) 使 
(1. 2. 9) (NB) ~ (AAN RT0,1)). 
但 由 定理 1.2.1 知 ~[0,1) 一 (0,]) 人 介绍, 故 (1, 2.8), (1. 2. 
9) 和 命题 1, 2. 10 一 起 推 知 存 在 BE [0, 门 当 使 (X, 移 )~(B8,B 
门 溉 ). 证 完 . 

今后 将 会 看 到 ,定理 1. 2. 15 的 好 外 是 可 通过 它 把 许多 R 中 
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的 结论 推广 到 一 般 完 备 可 分 距离 空间 去 . 为 了 行文 简便 ,我 们 将 把 
与 完备 可 分 距离 空间 相 联 系 的 距离 可 测 空间 称 为 完备 可 分 距离 可 
济 空 间 . 


习 题 1.2 
1 考虑 丸 二 是 {一 0}U tco) 定义 居 到 [一 1.1 的 映射 


一 】， 了 一 一 So， 
Cr) -at [x|), xzE€ER, 
1, ” 工 二 十 5o. 
对 每 zx,yE RR, 令 p(x 二 |fLz) 一 f(y) 1 证 明 (有 R-,p}) 是 完备 
可 分 距离 空间 并 且 它 的 Borel 集 系 就 是 1.2 中 的 静 -. 
2， 证 明 下 列 事实 ， 
(1) (一 《Ta 和 加 :limsup alt RH" ,aER; 
(2) (z= (rn ER :liminf za}lE HR aER; 


(3) 17 一 《za 全 且 :imzn 存在 .有 限 }E 鹃 " 


(4) 1z 二 Crm 字 ]ER"， Dz 收 襄 } € R”， 


(5) [0,1)"€ Rr". 

3， 设 多 是 有 距离 空间 CX ,的 Borel 集 系 ,BE 避 . 证 明 B 门 
久 是 距离 宝 间 (8B8,6) 的 Borel 集 系 . 

4， 证明; 距离 空间 任 一 子 集 的 边界 3.4 是 Borel 集 . 

5， 证 骨 : 距 离 空间 中 仅 由 一 个 点 组 成 的 单 点 集 是 Borel 集 ， 

65， 上 距离 空间 (和 Xe)? 上 的 实 值 表 数 了 称 为 在 mmE 和 处 上 (下 ) 
连续 ,如 对 任 s>>0, 存 在 60 便当 pz)<B3 时 Frz<FCzo) 十 
el 对 应 地 jz) 一 6 如 时 夺 在 三 中 每 一 点 都 上 (下 ) 连 续 ， 
则 称 了 是 (X,e) 上 的 上 (下 ?连续 函数 . 证 明 (X,p) 上 的 上 连续 范 
数 和 下 连续 函数 都 是 距离 可 测 空 间 (X, 儿 ) 上 的 可 测 落 数 . 
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7， 证明 距 离 空间 (了 X,p) 到 距离 空间 (X* ,p' ) 的 连续 映射 是 
对 应 的 距离 可 测 空 间 (X, 坟 }) 到 距离 可 测 空间 (X' ,多 * ) 的 可 测 变 
- 换 ， 

8.， 设 L 久 ,Pp) 蚌 可 分 距离 空间 .证 明 是 磁 积 距离 可 测 空 间 
(下 XX 下 ,各 X 甸 ) 上 的 可 浏 函数， 

8 举例 说 明 (1.2,1? 式 的 真 包含 关系 有 可 能 成 立 ， 

10. 证 明 ;de 是 CL9,00) 中 的 距离 . 

11. 证 明 ; 对 每 下 六 1,CF9,co) 寺 的 投影 用 射 xton 是 (CL0， 
00) , 唤 o[0oo7 到 (CC0, 昌 , 字 o[0,) 的 可 测 变换 ,其 中 家 [0 
34CLOR ae) 的 Borel 集 系 ， 

12， 设 zzowcECl0oco] ,nn 六 1. 证 明 : 


XI, Nan 























当 且 仅 当 对 每 不 池 1 
Mo RJT ATs NR De， 

13， 证 明 : 对 每 上 六 1 每 0 抽 00 而 .是 (C50， 
,有 殖 c[0,ceo 力 到 (有 , 融 人 的 可 测 变换 ， 

i4， 证 明 :CL0O,1] 入 静 避 1 

15. 证 明 命题 1. 2. 8. 

16、 证 明 命 颗 1. 2. 10. 

17. 证明 命 题 1. 2. 12. 


Cx 


A 


第 三 节 条 件 期 望 和 条 件 概率 


3. 1 条 件 期 贺 的 定义 和 性 质 


定 多 13.1 给 定 概率 空间 (如 ,多 , 瑚 ?上 的 非 负 可 测 函 数 & 
和 子 a 域 多 (多 称 为 多 的 子 c 域 ,首先 它 是 一 个 5 域 ,其 次 多 性 
史 ) ,只 , 忆 上 定义 的 非 负 可 测 函 数 五 仁 | 共 )(。) 称 为 大 关于 多 
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的 条 件 期 望 , 如 对 每 AE€E 当 ,有 
(1. 3.1) | ECelse?dP = | sar. 


如 才 是 (0,. 信 ,PP} 上 使 | 
(1, 3.2) min(Eét |@) ,EE |B)) < oo a,s. 
成 立 的 可 测 函 数 , 则 把 CQ, 儿 ,PP) 上 使 
{1.3.3) EQé|®) = E(t |B) — EC |) a,s. 
成 并 的 可 测 函 数 ECE| 多 )(，) 称 为 关于 名 的 条 件 期 望 . 
条 件 期 望 是 现代 概率 论 最 基本 的 概念 之 一 . 首先 我 们 来 说 明 
其 定义 的 合理 性 . 对 于 (2,. 久 ,P》 上 的 非 负 可 测 函 数 &， 


pA) = | sar， AE 


是 (2, 泡 ) 上 对 卫 绝对 连续 的 测度 . 因此 ,由 Radon-Nikodym 定理 
知 ,存在 (2, 多 ) 上 非 负 可 测 孙 数 了 使 


01. 3.4) jCA) 一 | ma 


对 每 4E 容 成 立 .把 (1.3.4) 中 的 了 上 取 作 (1. 3.1) 中 的 互 CE| 多 ) 就 
知道 非 负 可 测 函 数 的 条 件 期 望 总 是 可 以 定义 的 . 根据 Radon- 
Nikodym 定理 , (1. 3. 4) 中 的 了 在 a.s. 意 义 下 是 唯一 的 ,也 就 是 


说 ,如 果 有 一 个 多 可 测 函 数 g 使 k(4) 一 | gdP 对 每 4E 多 成 立 ， 
那么 定 有 f 一 g a.s. .这 表明 在 a.s. 意义 下 , 非 负 可 测 应 数 条 件 期 
望 的 定义 是 一 意 的 . 对 于 满足 条 件 (1. 3. 2) 的 可 测 函 数 &,(1. 3. 3) 
的 右 端 是 a. s, 确定 的 . 这 又 说 明了 对 满足 (1. 3. 2) 的 可 测 通 数 &， 
其 条 件 期 望 的 定义 亦 是 合理 的 . 

不 难看 出 ,如 果 可 测 函 数 # 的 积分 EE 有 意义 ,那么 K1. 3. 2) 
一 年 成 立 ,因而 其 条 件 期 望 可 经 由 (1. 3. 3) 来 定义 . 另 一 方面 ,这 时 
亦 可 考 虚像 对 待 非 负 可 测 函 数 那 样 直 接 把 的 条 件 期 望 定 广 为 
-Radon-Nikodym 导数 . 下 述 命题 说 明了 以 上 两 种 定义 方式 的 等 价 
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性 . 

命题 13.1 如 有 ss 有 意义 , 则 五 们 | 名)(，) 是 二 关于 涵 的 条 
件 期 彰 当 有 旦 仅 当 五 从 | 多 )(。，) 关 于 多 可 测 而 且 (1. 3. 1) 对 每 4E 
修成 了 并. 

应 该 指出 ,即使 Bt 无 意义 , (1 3.2) 仍 有 可 能 成 立 , 从 而 条 件 
期 望 含有 定义 .例如 ,当世 是 一 个 r.Y, 月 党 一 名 ,总 有 ECE7 | 学) 二 
E+ ,kkE(E | Y=8 as, ,从 而 

El) 一 站 一 有 一 二 a.s., 
那 怕 E#7 一 Ef 一 oo 也 无 所 请 . 

我 们 把 条 件 期 望 的 性 质 概 揪 为 下 列 三 个 定理 . 

定 到 上 3.2 设 概率 空间 (0,. 灾 ,P) 上 可 测 函 数 $ 关 于 子 a 
域 窟 的 条 件 期 望 有 定义 .我们 有 

《1》 如 二 关于 多 可 测 , 则 天 (| 只) 一 和 as 

(2) 如 7 二 a&E Ra.s. , 则 G71) 有 定义 生 EIG) a 





Ea 


(3) 设 2E 有 意义 .如 二 与 多 独立 , 则 五 人 | 只 ) 一 EE a,s.; 特 
别 地 , 若 多 一 { 启 ,有 , 则 下 (| 区 ?一 FE as.. 
(4)》 设 吻 也 是 罗 的 子 e 代 数 且 各 汪 罕 . 则 
ELEC(S|S) | 一 EY as. 
如 果 五 (| 史 ?有 定义 , 则 亦 有 
E[E(S | NG] 一 E(t) a.s.. | 
(3) 若 对 可 测 函 数 亲 五 (9 多) 亦 有 定 六 有 旭 二 委 了 a. s-， 则 
EE|S) EN|S) a.s, ;特别 地 , | E(B) [EC(S| 1) a.s. . 
(6》 设 a,5ER. 如果 EE,E7 和 aEs 十 6E7 均 有 音义; 则 
Elaé + BIY) = aBtt | + bE(W|Y) a.s.,. 
证 明 由 条 件 期 望 定义 立 得 1) ;2). 其 余 性 质 分 款 证 明 如 下 . 
3) 5 是 多 可 测 函 数 昌 独立 条 件 草 含 
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| saP — EET, 一 FEET 一 seaz 
对 每 4E 史 成 立 , 故 由 命题 1.5. 1 知 3) 之 第 一 个 结论 成 立 . 由 于 
任 一 可 测 函 数 均 与 a 域 ! 闻 ,人 ) 独 立 , 政 由 第 一 个 结论 又 推 得 第 二 
个 结论 . 
4) 由 于 此 时 五 (#j5) 是 名 可 测 的 , 故 由 已 证 之 性 质 1) 立 得 
第 一 个 等 式 . 由 于 五 (6+ | 多 ) 半 于 多 可 测 并 且 对 符 A 多 CC 咏 ,有 


[ ECE+ [gydP 一 [ Er dP = [ ECE- |%,JdP, 
由 和 定 交 立 得 





ELECE! [BY) IH] = EC Ga 
同 理 可 证 ELE (8- | 名) | 名] 二 EC6- | 多 ) a.s. , 故 第 二 个 等 式 亦 成 
5) 由 于 sy a.s. 蕴 合 站 近代 a.s, 和 6 宇 7 8.8. ; 故 对 每 
有 EE 有 
[gee /gdP = | dP 去 | dP = | Ec /BdP; 


| ace [dP = | dP | 2- dP = | Er |%)dP. 
过 时 过 的 


由 此 推 知 E(t | 多) 之 E(97 | 多 ) a. gs. 和 EG-|3) 守 EG- |) 
a.s. ;因而 5) 之 结论 成 立 . 
6)》 对 每 AE 名 ,有 


{ Gaé + 69)dPp=— «| saP + sf zdP 
= a| ECE [YdP 十 s| ElszodP 
= | EEC 十 友人 jg)]dP， 
并 且 aECE1 钨 ) 十 bE(9| 营 ) 美 于 党 可 测 , 故 由 命题 1. 3. 1 知 结论 成 
立 . 定理 证 完 ， 
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定理 1.3.3 设 { 扣 ,2 之 1} 是 概率 空间 (0 多 ,PP) 上 的 可 测 冰 
数列 ,多 是 一 个 子 e 域 . 我 们 有 

1》 条 件 单 调 收 将 定理 着 0 气色 4h&a.s.; 刚 DC 多 ) 站 
五 (E1 多 ) a.s. (此 外 和 今后 ,a, 4 a 表示 实 序列 {a} 非 降 且 收敛 到 
aa), 





2) 条 件 Fatot 引 理 ”车 襄 宇 0 a.s.; 则 
Elliminf #1} 过 liminf Et | a,s.. 
3》 条 件 控制 收 伍 定理 ”者 对 菜 9E L100 ,P) ,sup15, < 了 
a.8. 日 一 £ a.3.; 则 
limE(é. |®) = E(t|) a.8,. 
证 明 1》 由 定理 1.3.2 的 5? 知 
OE lS ImECt, | a,s,, 

故 利 用 单调 收 襄 定理 得 ;对 每 4E 穷 ， 


| limECé,|22)dP = lim| EC&, | dP = lim| &dP 
A nr nond 册 | 


—[ limédP = | 记忆， 
下 


入 tro 
再 有 Lim 已 (名 | 区) 是 多 可 测 的 , 故 上 式 表 明 
ECE|Y = limEt 1 a.s.. 
2) 令 如 inf 各 ,mn 宇 1 和 3 一 iminf 6, 则 0 入 加 不 94. 对 {7,4 之 
1} 用 刚才 证 得 的 1) ,和 便 得 
Eimint 只 ) 一 Elimn |®) = limE(Y,|S) 
一 limEln{$|%) <liminf EC) a.s.. 
3) 由 16 委 9 as. 椎 部 避 一 ?0 入 上 as. ,对 {全 十 7 
这 1} 用 已 证 之 2) 立 得 
Ell + EG)— EC + | — Elim(é, 十 及 | 多 ] 


生生 





< liminf Et + ?| ) 
一 liminf ECé, | 多) 十 EWI) a.s,, 
即 (E19) 过 liminf ECS.19) a.s.. 同 理 ,对 雪 9 一 和 ,wn 之 1} 用 已 证 
之 2 又 可 得 (|9)>limsup E(e |5) a. s,. 一 者 结合 即 是 3)， 
定理 证 完 ， 
定理 1.3.4 设 # 是 概率 空间 (0,.7,P) 上 的 可 测 函 数 ,2 
有 意义 ,又 多 是 9 的 子 c 域 , 则 对 任 一 史 可 测 函 数 9 只 要 E679 





有 意义 ,就 有 
(1. 3.5) EC&7|) 一 WECE|E) as 
证 明 分 为 三 步 : 


]) 设 =0 a.s.. 令 
二 7 守 0, 关 于 吕 可 测 且 QQ. 3,5) 成 立 }. 
不 难 见 对 每 4A€E 多,IT4E.%% 且 . 吕 是 单调 族 . 故 由 定理 1.1. 16 知 
此 时 (1. 3.52 对 任 多 可 测 之 ?320 a.s. 成 立 . 

2) 设 &20a.s. ,9 是 一 办 可 测 落 数 ,EE7 有 意义 .由 于 E&7 二 
ESEn* 一 Ety- 有 意义 ,利用 定理 1. 3.2 以 及 第 1) 步 已 证 得 之 结论 ， 
有 

Er)= E(t — 半 [8B) 一 EE |[@)} 一 E(ty |%) 
= Et) E(B) = EE|E) a.s,. 
3) 考虑 一 般 情 况 . 
(Ep)t= 
由 于 Re79 有 意义 , 故 或 同时 有 E817 之 oo 和 荆 -4- 之 co; 或 同时 
有 Et 之 oo 和 EE- 让 < 必 oo. 因而 
Et 7 — Ee Y= (Et 一 下 一 一) 
总 有 意义 .于 是 利用 定理 1. 3,2,6) 及 已 证 之 2) 得 
ElEn lB) = E(t 7— E98) = ET 了 | 多) 一 E(t- 7|®) 
= VET 7 — yEC I) = 了 (| 多) a.s., 
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即 红 . 3. 5 成 立 , 证 完 . 
3.2 条 忻 概率 和 正则 条 御 分 布 


设 ( 如 ,多 ,了 ) 是 给 定 概率 空间 , BE. 满足 P(B)>0. 令 名 = 
{ 休 :用时 有) 对 AE.F ,不 难 由 定义 1.3.1 直接 计算 出 
PCANMNBI/PCH) ,， wEB, 
五 (174 | 吹 ) (oo) = 
PAANMNBY/PCBY), weEB., 
由 此 可 见 ,Ta 关于 上 述 凶 的 条 件 期 望 在 8 上 的 值 恰 好 就 是 初等 
概率 论 中 在 BB 发 生 的 条 件 下 事件 4 发 生 的 概率 . 由 此 引发 出 条 件 
概率 的 定义 如 下 . 
定义 1.3.2 设 4EG 多 ,多 是 .多 的 子 5 域 . 称 
(1.3.6) PIAIB) = EC |Y) 
为 事件 44 关于 多 的 条 件 概 率 ， 
因为 条 件 概 率 是 借助 于 一 个 可 积 r. vyv，I4 的 条 件 期 望 定义 
的 , 故 作 为 命题 1, 3, 1. 定 理 1. 3. 2 和 定理 1. 3. 3 的 推论 ,可 直接 
写 出 下 列 结论 . 
命题 1. 3.5 事件 4 关于 子 6 域 多 的 条 件 概率 了 LA | 名 ) 是 一 
个 多 可 测 函 数 , 而 是 对 每 BE 多,. 
(1. 3.7) PiANM BY 一 | PCalepdP. 


命题 1.3.6 设 4 所 多 ,六 1; 双 只 是 安 的 子 e 域 ,我 们 有 
1 POG IY=0a.s.; PONI)=]l1a.s.} 
2 4 二 4， 刚 PuiAd, | 区 ?要 已 (4 | 呈 ) 起。 与 ， 了 
已 | [4 人) = DP NY a.s.; 
#4 二 ] m= 二 1] 
4 如 对 每 nl ,4 一 4 或 对 每 nl] ,ADAn+1: 则 
PllimA,|S) = limP(A, |} a.s.. 
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从 命题 1.3.6 可 见 , 对 于 (2 多 ,PP) 上 一 个 络 定 的 子 z 域 党 ， 
{PCA1S),AE. 名 } 很 有 那么 一 点 概率 测度 的 味道 . 于 是 入 们 要 
问 :对 每 4E .多 ,确定 一 个 条 件 概 率 P(A| 泡 ) 之 后 ,是 不 是 可 以 找 
到 一 个 鹤 中 的 零 测 集 Z ,使 得 当 w 人 入 Z 时 ,PC* | 名 ) (eo) 作 为 多 上 
的 集 函 数 是 一 个 概率 测度 ?如 果 回 答 是 肯定 的 ,我 们 将 可 获得 许多 
好 处 , 见 下 面 的 定理 1. 3.? 及 其 推论 . 有 点 址 三 的 是 ,对 这 个 问题 
的 回答 并 不 是 无 条 件 地 肯定 的 . 正 是 因为 如 此 ,引起 了 关于 正则 条 
忻 概率 和 正则 条 件 分 布 的 一 系列 讨论 . . 

定义 1.3.3 设 罗 和 .B, 都 是 (0,.,P) 上 的 子 o 域 .定义 在 
入 ,XX 上 的 函数 PO, ，) 一 {P(A4,w);AE FoywEDN} 称 为 . 实 ， 
上 关于 只 的 正则 条 件 概 率 , 如 果 对 每 w€8,P(，,w) 是 .多 。 上 的 
概率 测度 ,对 每 4 拒 多 。,P(4:,。) 是 吾 件 4 关于 多 的 条 件 概率 ， 
如 果 上 是 (D, 多 ,P) 到 可 测 空间 (天 , 画 ?的 随机 元 ,那么 < 人 2) 上 关 
于 多 的 正则 条 件 硫 率 也 叫做 关 于 多 的 正则 条 件 概 率 . 

定义 1.3.4 设 多 是 (0,. 字 ,P) 的 子 o 域 ,是 取 值 于 可 测 空 
间 { 义 , 浸 ) 的 随机 元 . 定义 在 Xx 如 上 的 函数 Pe ，,，) 二 {PB， 
的 ) :上 8 党 ,w 世 上 } 称 为 关于 史 的 正则 条 件 分 布 ,如 对 每 wED， 
了 Ps ， ,0) 是 吧 上 的 概率 测度 ,对 每 BE 吉 , Pi:(B8,，) 是 1B 关 
于 学 的 条 件 概 率 ， 

不 难看 出 ,一 个 随机 元 关于 一 个 子 a 域 的 正则 条 件 概率 

PC，,，*) 如 果 存 在 ,那么 对 每 8E 络 和 wEDn, 令 
(1. 3. 8) PiAB,w) 一 P(E-1B,w), 
则 Pe(t，,。) 就 是 关于 久 的 正则 条 件 分 布 . 下 面 的 定理 1. 3.7 
我 们 将 只 证 明 其 关于 正则 条 件 分 布 的 那 一 部 分 ;关于 正则 条 件 往 
率 的 部 分 可 以 通过 前 一 部 分 的 结果 和 (1. 3. 8) 式 而 得 到 . 请 读者 自 
己 完成 ， 

定理 1.3.7 设 是 概 认 空间 C0, ,P) 到 可 测 空间 (X, 才 ) 
的 随机 元 ,多 是 . 宛 的 子 o 域 ,7 是 ,名 ,PP 到 可 测 空间 (Y ,57) 的 
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随机 元 ,A(，，* ) 是 乘积 空间 (XXY, 名 x 57) 上 的 可 测 函 数 , 如 
果 关 于 学 的 正则 条 件 分 布 :-Pixx，,，) 在 在 ; 则 下 式 


(1. 3.9) ELF(t ,7 |] ) 一 | re,zC)Paddz， =")} a,8,. 


之 一 端 有 意义 时 成 立 ; 如 果 关 于 汐 的 正则 条 件 概率 Plt，,，:，) 
存在 , 则 干 式 
(1.3.10) ELfCé, IZ]() = | res 96) Pde, .) a.s. 


之 一 端 有 意义 时 成 立 ， 
证 明 ”我 们 只 证 (1. 3.9) 式 . 为 此 , 令 
BXSBE BSE ce 
对 和 任 UEG, 表 UU 二 BxS, 其 中 BE 涡 ,SE 53. 当 一 jy 时 ,利用 
(C1. 3.5) 可 得 
ELf C&D IY = P(E € B,y € S|) 
= Tres (IPO EE BIS)C) 
一 ToC) PAB, .) 


一 | Tstnt "YTotr) Peldr, «) 


= = 上 zsg()PeCdz as ， 


即 51. 3. 9) 成 立 . 不 难 验证 ,有 是 一 个 * 系 而 且 043) 一 委 X57. 又 
Baw 
一 {全 0:f 关 于 名 XX 可 测 且 (0.3. 引 成 立 } 

人 4 族 , 据 典 型 方法 (定理 1.1.17),{1. 3.9) 对 一 切 非 银 弗 x 
7 可 测 甬 数 成 并 ,从 而 只 要 名 X57 可 测 函 数 f 使 其 一 端 有 意义 ， 
另 一 端 也 就 有 意义 而 且 等 号 成 立 . 证 完 . 

作为 上 述 定 理 的 特例 ,我 们 得 

系 1,3.8 设 £ 是 概率 空间 2,.% ,P) 上 的 可 测 函 数 ,名 是 
洋 的 子 5 域 ,如果 $ 关 于 加 的 正则 条 件 分 布 Pe(，,，) 存 在 , 则 
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下 式 
01.3.11) EGG = | xPeldr, as 


之 一 端 有 意义 时 成 立 ;如 果 皇 关于 多 的 正则 条 件 概 率 P(。,，) 
存在 , 则 
《1. 3.12) ECGe122)() 一 | bP (dw, as 


之 一 端 有 意义 时 成 立 . 

利用 定理 1. 3. 7 还 容易 证 明 

每 1.3.9 设 多 。 和 雹 是 概率 空间 (D0, ,P) 上 的 子 5 域 ,é 
和 和 涩 分 别 是 (2,: 记 ,PP) 到 可 测 空 间 ( 玉 名} 和 (C0, 多 ,了 P) 到 (Y 57) 
的 随和 机 元 ,fF 是 乘积 空间 (XY, 才 x 57) 上 的 可 测 函 数 . 如 果 多。 
关于 宪 的 正则 条 件 释 率 存在 , 则 (1. 3. 10) 之 一 端 有 意义 时 , 它 就 
一 定 成 立 ; 特 别 地 ,C1. 3. 12) 只 要 其 一 端 有 意义 就 成 立 ， 

会 式 (1.3.9) 一 (1. 3.12) 是 这 样 的 意思 ;如 果 & 关 于 名 的 正 
由 条 件 分 布 或 正则 条 件 概 率 存 在 ,那么 和 它 的 函数 关于 多 的 条 
件 期 望 就 可 分 别 表 为 对 正则 条 伞 分 布 或 正则 条 件 概 率 的 积分 , 它 
们 的 作用 和 .1.2), (1.1. 3) 在 研究 普通 期 望 时 的 作用 一 - 样 ,是 十 
分 重要 的 . 


3. 3 正则 条 件 分 布 的 存在 性 


我 们 将 首先 讨论 r. v. 关于 一 个 子 a 域 的 正则 条 件 分 布 的 存 

引 理 1.3.10 设 £ 是 概率 空间 (QQ,. 多 ,PI 上 的 rv. ,多 是 .多 
药 子 = 域 , 则 上 关于 多 的 正则 条 件 分 布 存在 . 

证 明 以 荆 记 全 体 有 理 数 ,对 每 rEz, 取 定 一 个 条 件 概 率 
Ptessrl 史 )(。7)( 按 定义 1. 3.2, 条 件 概率 可 以 是 一 族 各 蕊 之 闻 喉 
在 多 的 一 个 零 测 集 上 有 差别 的 可 测 函 数 中 的 任何 一 个 , 故 有 取 定 
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Z| 一 Uj {ww PE > P(E TY, |) Cm)}, 


Tr :ro 


Zs = (wlimPeé rt nl) PE LTG ) 
"ET oe ' 


Zs= {wlimP sn EU tw limP En | Cw FE0}, 


则 对 2=1,2,3 均 有 ZE 多 有 是 PZ 一 0. 再 令 2 一 (2z,, 即 知 也 


EH P=0. 
任意 取 定 一 个 df,G, 然 后 对 每 rz 皇 妨 令 
lim P(E) (wm) weE 了， 


CCT), | 包 EE 


则 对 每 wEQ,FP(， ,四 是 一 个 4. 工 .再 对 每 ED, 以 Pe(， ,ww) 记 
F(*。 ,0 对 应 的 L-S 测度 . 往 证 Pe(，，* ) 是 8 美 于 名 的 正则 条 
件 分 布 . 

显然 ,对 每 w€,Pe(，,w) 是 更 上 的 概率 测度 . 因此 只 需 再 
证 ,对 每 BE 哆 ,PeCB,，，) 是 条 1B 关 于 多 的 条 件 概率 , 即 Pe(B， 
* ) 关 于 多 可 测 且 - 

《1. 3.13) PANMNET'BY = | PicB, oP dw) 


对 每 AE 学 成 立 . 令 
六 二 {BE 当 :PA(B,*) 关于 多 可 测 且 (1.3.13) 对 每 A E 名 成 立 }; 
C= 1{(— oo rl:r € TY}. 
不 难 验 让 :是 x 系 ,J 是 4 系 而 且 gal 四) 二 渡 . 于 是 由 定理 1.1. 
15 得 .用 .证 完 . 
其 次 ,我 们 用 上 述 特 殊 结论 来 证 明 一 个 一 般 的 结论 ， 
定理 1.3.11 若是 概率 空间 (12,. 名 ,PP) 到 完备 可 分 距离 可 
涯 空间 ( 改 , 安 ) 的 随机 元 , 则 # 关 于 多 :的 任 一 子 = 域 多 的 正则 条 
件 分 布 存在 . 
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证 明 由 定理 1. 2.15, 存 在 8E 骂 使 (X, 吕 )~(B,B 门 久 ). 
把 从 (及 ,和 名) 到 CB,B 人 站 党 ) 的 等 价 腕 射 记 作 六 则 了 (各 是 一 rv.， 
据 引 理 1. 3. 10, 产 拓 关 于 多 的 正则 条 件 分 布 存在 , 记 作 ref ， 
，). 对 每 4E . 涡 ,wED, 邻 

PeCA,w) = Pra(f (dA),w). 

不 难 验证 ,Pe(。，，) 就 是 上 关于 多 的 正则 条 件 分 布 .证 完 . 

由 于 RR ,~ 都 是 完备 可 分 距离 空 s 间 ,作为 定理 1, 3, 11 之 直接 
推论 ,我 们 得 

系 1.3.12 概率 空间 (0,.F,P) 上 & 维 随机 向 量 关 于 了 的 
任 一 子 = 域 的 正则 条 件 分 布 存在 . 

系 1.3.13 概率 空间 (Q,. 穴 ,P) 上 随机 变量 序列 关于 . 祥 的 
任 一 于 #5 域 的 正则 条 件 分 布 存 在 , 

前 面 说 过 ,如 果 一 个 随机 元 关于 某 子 = 域 的 正则 条 件 概 率 存 
在 ,那么 相应 的 正则 条 件 分 布 亦 存在 . 下 面 考 虚 道 命题 . 我 们 将 看 
到 ,如 果 正 则 条 件 分 布 存在 ,那么 在 并 非 十 分 昔 刻 的 条 件 下 ,相应 
的 正则 条 件 概率 也 存在 . 

定理 1.3.14 设 是 概率 空间 (2,, 多 ,P) 到 可 测 空间 (成 , 朋 ) 
的 随机 元 ,多 是 多 的 子 c 域 .如 果 & 关 于 多 的 正则 条 件 分 布 存在 
而 县 





ec =:{E() 1w ED) EB, 

则 关于 多 的 正则 条 件 慨 率 亦 存在 ， 

证 明 设 Pel(。,。) 尾 # 美 于 名 的 正则 条 件 分 布 , 则 由 正则 
条 件 分 布 的 定义 知 
Pe# 0), 2) = PE EAD IBC) = PAIGY) 一 1 a.s.. 
令 Z= fw: Pe(# (00),w) 关 1}, 则 ZE 史上 且 (2Z) 一 0. 对 每 AEs 
(56), 取 BE€ 加 使 4A 一 &7-1B 并 令 
PBw), wE FZ, 
P(A), wwEZ. 


《1. 3. 14) PiAiwm) 一 
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往 证 上 述 定义 是 一 意 的 . 当 wEZ, 这 是 显然 的 . 当 wEZ' 时 ,如 
Bi,Bs€E 使 上 1B 一 1B;; 则 
EICBIAB,Y = (tIB)AE IB,) = YY, 
永 邵 BABCtEC22?7 ,因而 
. PtBiA Bm) < Pt) 一 站 
并 由 此 得 PeCB, ,由 一 PCBs,a),(1. 3.14) 的 一 意 性 证 毕 . 进一步 

不 难 验 证 (1 3. 14) 确 定 的 已 CO。，。) 满 足 正 则 条 件 概率 定义 的 要 
求 ,从 而 完成 定理 的 证 明 . 

最 后 我 们 说 明 ,如 果 基 础 概率 空间 是 完备 可 分 距离 空间 ,那么 
正则 条 件 概 率 一 定 存 在 . 

系 1.3.15 设 (X, 织 ) 是 完备 可 分 距离 可 测 空间 , 则 概率 空间 
《和 ,已 上 任 一 子 c 域 加 ,关于 男子 9 域 多 的 正则 条 忻 娄 率 
存在 . 

证 明 定义 (XX, 琉 ,P) 到 (下, 汐 ) 的 随机 元 

t&(T) 二 xX， 工 世 久 ， 

由 定理 1, 3. 11, 基于 多 的 正则 条 件 分 布 存在 . 由 于 的 值 域 
&(X) 一 多 而 XE 名, 故 引用 定理 1.3.14 又 知 & 美 于 多 的 正则 条 
件 概 率 PC，,,，}) 存 在 .但 是 sl( 让 一 如, 帮 P(:，,，) 也 就 是 委 关 
于 加 的 正则 条 件 概 沸 , 把 Pi，,* )}) 限 制 在 禾 ， 土 ,了 {P(tB,e):B 
毛笔 ,,w 人 0} 便 是 喝 。 关于 多 的 正则 条 件 概率 .证 完 . 


3.4 条 件 不 等 式 


我 们 将 推广 定理 1. 1. 4 一 定理 1. 1.7 到 条 件 期 望 的 情形 ,其 
中 正则 条 件 分 布 的 存在 性 起 了 重要 作用 . 
1 定理 1. 3. 16( 条 件 Jensen 不 等 式 ) 设 & 是 严 上 连续 凸 国 
数 ,t 是 概率 空间 (人 ,多 ,已 ) 上 的 可 测 函 数 使 得 对 王 多 的 子 o 域 
学 , 吾 (| 爸 ?和 Elg (S$) | 多 ) 均 有 定义 , 则 
《].3. 15) gCECE IGN) ES Eg (£) |] a.s,. 
52 - 


证 明 如 果 上 是 r.v., 则 几 引 理 1. 3.10 知 它 美 于 多 的 正则 
条 件 分 布 Be(。 , ?存在 , 利用 系 1 3.8, 定 理 1.1.4 和 定理 1. 3， 
7 了 7 立 得 

a(E(EIG) (N= gC| zxPeldz, *)) < | glypedz, *) 


= 五 [8 人 《| 名](》 as.， 
即 (1.3. 357 成 立 . 
如 果 志 是 一 可 测 函 数 , 那 么 对 任 M>>0, 令 
ACMD = fw Et! jj 多) MEE | {0m) & M}, 
则 Est Law = ELTa0w BELA)EM 从 而 |row | 之 0 
GE 因此 可 认为 eraan 是 一 个 TV 对 <7acao 用 已 证 之 结论 便 有 
Fama E(t IED)Tr ns (0) =—g (EtTam | ELe tT) | ] 
! ~ uw ELgtt) Hirst0) a.s., 





亦 即 
TawatEt ED) TmElg (ed) | a.s.. 
上 式 令 M00, 我 们 得 
(1.3.16) Tg(EOlB)) ETRE(gt) | a,s., 
其 中 A 二 {ow: ECEt | (Cw) <oo0, ECE [YS) (C0) Lo0), 
记 B= {w: (ET (0) 二 00,EE(S- | 多 )(w)< 之 co), 如果 对 每 
z 台 吕 1.1. 4) 中 之 站 Cz)<s0 ,那么 5 非 增 , 从 而 
TsgtE(E|)) 一 Tyg(oo0) SE TaE(lg(e) | as 
如 果 对 (1. 2, 和) 中 之 五, 存在 .xoER 梧 hzo) 半 0, 那 么 由 (1.1. 4) 可 
得 gtec) 一 co 及 
gL) gro) 十 《一 交 o) 丰 Cro)。 
这 又 进而 推 扼 
TosELg($) | Tslg xo) 十 下 (ze 正人 一 zo|S)] 
Ts*o0—= Igloo) Tg (E(BGYY a.s.. 





总 之 ,我 们 有 
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(1.3.17) Tg(EC|S)) SS TpELg(te) YE] a.s,. 
记 C= {eo EC | C0) oo, EE | 0) C=}, 类似 于 
《1.3.17) 之 证 ,可 得 
《1. 3.18)》 Ieg(ECG|I®)) 所 了 RE[g(E) | 只] a.s.. 
把 (1. 3. 16) 一 (1.3.18) 合 并 ,得 (1. 3.15). 证 完 . 
定理 1. 3. 17( 条 件 Halder 不 等 式 ) 设 £,7 是 概率 空间 (02， 
多 , 忆 ) 上 之 可 测 画 数 , 多 是 多 的 子 o 域 ,实数 pp,9 满足 1<p,9 下 
co 和 178 十 17 一 1, 则 
《1, 3, 19F(0é7| 1%) EE SS) ECE NEY a.s.. 
证 明 如 &,79 是 rt,v, ;由 系 1.3.12 向, 全 , 四 关于 多 的 正则 
条 件 分 布 PerC*，* ) 存 在 . 对 每 8E 雪 , 令 PetB,*) 一 PeytBX 
RR ) ,PrtB,，*，) 一 PersCRXB,，), 不 难 验 证 , P:(。,。) 利 
Ps， ) 分 别 是 上 和 ?关于 鹤 的 正则 和 条件 分 布 .于 是 由 定理 
1. 3.7 和 和 定理 1,1,5 得 


EC 的 0)C) = | lzylPincdr x dy, *) 
| z 


< [peerazxads] {iylPesaz xdy,.)| 
Re 


Ri 


- [zeta [pe 
曙 


由 


ig 


= EE ISI OI EV yl | a.s., 
有 即 忌 . 3.19) 成 立 . 
设 &, 是 一 般 可 测 画 数 ,对 每 于 >>0, 令 

Ax = fw: EC IE) EM}; 
Bu = {w:ECDP IE EM}, 

则 玖 17<cc 吾 了 lrceo. 因 而 引用 对 r.v. 已 证 之 (1. 3. 

19) 式 得 
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了 (| 弛 | | 名) = ECIéTa Fla, | 1) 
EFC [BE 91Ta, |%) 
= Ta Ta ECE | BI ERC RG) a.s.. 
上 式 中 令 加 -+oo 便 有 
TalaE(t|éey| | SE TTeE El SER RN | a.s., 
其 中 A 二 fw:E0EI?| 多 } (<00} ,B= {fw ROY) | Cw) oo0}. 
不 难 见 下 列 两 式 总 是 成 立 的 : 
了 (| 区) TE GI EV | | a.s.s 
TrEClsn| 3) se TrE CEB)E "|| a.s.. 
因此 6. 3.19) 对 一 般 可 测 函 数 亦 成 立 . 证 完 . 
系 1.3. 18( 条 件 第 不 等 式 ) 设 £ 是 概率 空间 (0,.F,P)y 上 的 
可 测 表 数 , 光 是 .有 的 子 o 域 , 则 对 任何 正 实数 *<<:, 有 
EE | EEWE|' | a,s.. 
定理 1. 3. 19( 条 件 Minkowski 不 等 式 ) 设 上 7 是 概率 空间 
{DPD) 上 的 TY. 区 是 .多 的 子 c 域 , 则 
了 当 p 实 1 时 ， 
EOE 9 | EWCE]? IS) + ECn|? EY as. 
2) 当 0<p<l 且 EC#1? 二 7) 之 co 时 ， 
如 (| 个 十 区区) 委 ECS? IY) + ECnN: | as.， 
系 1. 3. 18 和 定理 1. 3. 18 可 用 类 似 于 定理 1. 3. 17 的 方法 来 “ 
证 明 , 故 略 去 . 


3.5 关于 随机 元 取 给 定 值 的 条 件 期 望 和 条 件 概率 
设 # 是 概率 空间 (8,.F,P) 上 的 可 测 冰 数 ,7 是 (只 ,多 ,PP) 到 
可 测 空 间 (Y,5 的 随机 元 , 如 果 上 关于 子 c 域 rc(7) 的 条 件 期 户 


EEla(W)) 有 定义 ,那么 很 自然 地 把 它 称 为 关于 随机 元 3 的 条 件 
期 望 并 采用 更 简单 的 记号 : 
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ECID 一 五 (| ef?)). 
由 于 于 | 分 是 ?122 一 a( 人 可 测 画 数 , 故 由 定理 1.1.1 得 知 ,存在 
(Y ,52) 上 的 可 测 函 数 上 ,使 对 每 Ed， 
(1. 3. 20) Ff) = ECEID Cw). 
而 且 奶 果 二 是 非 负 的 ,那么 由 条 件 期 望 的 定义 , 式 人 1. 3.20) 和 定理 
1.1.2 还 可 以 得 到 ;对 每 SE5， 


| saP = | ECEIDaP = | ,fdP = | fapy 1. 


关于 的 条 忻 期 望 对 于 测度 忆 在 a.s. 意义 下 是 唯一 的 . 因此 , 相 
应 的 上 对 于 P77 :也 是 a.s. 唯一 的 . 于 面 ,我 们 将 用 符号 EC(&19 二 
来 记 上 述 了 上 在 处 的 值 并 把 它 定 义 为 二 关于 了 的 给 定 值 y 的 条 
件 期 望 , 

定义 1.3.5 设 是 概率 空间 (02, 多,P) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
7 是 (2, 多, 忆 ) 到 可 测 空 间 (Y ,2 7? 的 随机 元 . (了 ,2 ,P7 2 上 的 可 
测 渗 数 到 |# 二 ，) 如 满足 


GQ.3.21) | ,S47 =| Ely= HPI dy, SES, 
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则 称 之 为 关于 的 给 定 值 的 条 件 期 望 ;如 是 满 足 条 件 
min(Elét (y=) ,EC Io)) oo a.s, Pr! 

的 可 测 消 数 , 则 称 符合 

EC(é|¥=:) = EC |7=*) — Ec y=:) a.s, PY! 
的 oD 可 测 冰 数 ECS1y 一 ) 为 关于 的 给 定 值 的 条 件 期 望 ; 
若 A4€F ,特别 地 称 

P(A =*) = Ey =*) 

为 事件 4 关于 了 的 给 定 值 的 条 件 概率 . 

不 难看 出 ,命题 1. 3. 1 诗 命 题 1. 3. 6 之 癌 的 所 有 对 于 恰 关于 
子 e 域 多 "的 条 件 期 望 或 条 件 概 率 的 结论 .对 于 “4 关于 随机 元 的 
给 定 值 ?的 条 件 期 望 或 条 件 概率 也 是 成 立 的 . 这 里 就 不 一 一 列举 
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了 . 

定义 1.3.6 设 # 是 概率 空间 ( 旭 , 笑 ,P) 到 可 测 空 间 (Y ,57) 
的 随机 元 ,和 多, 是 有 的 子 o 域 . 定义 在 ,XY 上 的 函数 PC。 
-一 人 PC4):4E 有 ooyEY)y 称 为 . 罗 。 上 关于 ?的 给 定 值 的 正 
则 杀 件 概率 ,如 果 对 每 yE7,PI。,y) 是 .多 。 上 的 概率 测度 ,对 每 
4E 多 Pd4,，) 是 4 关于 ?了 的 给 定 值 的 条 件 力 率 - 如 果 上 是 
(8 宛 ，) 到 可 测 宝 间 (二 ,到 ) 的 随机 元 ,那么 eg6) 上 关于 了 的 给 
定 值 的 正则 条 件 概率 称 为 上 关于 y 的 给 定 值 的 正则 条 件 和 概率 . 

定义 13.7 设 上 和 7 分 别 是 概率 空间 (8 多 ,PP) 到 可 测 空 
间 ( 民 ,及 ) 和 (7,2)? 的 随机 元 ,如 果 存 在 多 XY 上 定义 的 函数 
PIH ) 一 {PHB,y):BE ByEY) 使 得 对 每 YE S57,PI(，,y) 
是 名 上 的 概率 测度 ,对 每 BE 才 . PICB,，) 是 全 18 关于 # 的 给 
值 的 条 件 概率 , 则 称 之 为 关于 的 给 定 值 的 正则 条 性 分 布 . 

不 难 验证 ,从 定理 1. 3.7 到 定理 1. 3. 19 的 所 有 结论 亦 相 写成 
“关于 ?的 给 定 值 " 的 条 件 期 望 和 条 件 概 率 的 形式 ,我 们 无 必要 把 
它们 都 写 一 遍 , 











习 题 1.3 


1. 设 14,,n 宇 1} 是 概率 空间 (0,. 久 ,PP) 的 一 个 可 测 分 割 , 即 
ts#8 祈 1) 是 吕 的 分 割 并 且 对 每 n1,4,E 了 , 记 多 二 o({ 4,,n 主 
1}). 

(1) 试 同 可 浏 函 数 半 于 多 8 的 条 件 期 望 存在 的 必要 充分 条 
件 是 什么 ? 

《2) 如 果 可 测 函 数 & 关 于 多 的 条 件 期 望 在 在, 求 再 这 个 条 件 
期 望 . 

(3) 求 事件 4 关于 中 的 条 件 概率 ， 

2 设 遵 从 标准 正 态 4 上 
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求 ECENIE1Y, 
3.， 设 上 是 对 称 r.v.， 即 
五 人 < 鲜 2 一 已 (一 上 有 了 rER. 
又 设 4A 守 0 和 和 EIEI 达 oo0; 求 ECE ETigcn): 
4 设 志 ,…, 名 是 独立 同 分 布 之 Tv. :五 | 和 [所 co. 记 3 一 


人 .证 明 
五 (后 |3) = S/n aas. ， k= l,m,n, 
5， 设 得 6 是 独立 r.v. ;以 [0,1] 上 的 均匀 分 布 为 共同 分 
布 , 求 El >/nl maxé.) . 
6， 证 明 命 题 1, 3, 1. 


7， 设 随机 向 基 导 , 力 遵 从 非 退 化 的 二 维 正 态 分 布 , 即 其 密度 
函数 为 

















1 加 1 TO pl 
PTV) pra 一 exp| 2t1 一 pal 四 
TA sk yO— rl 
2 他 | Fy 十 TT; | 站 
求 关于 3 的 条 件 期 望 . 


8. 设 随机 向 量 吕 三 (5 有) 遵从 地 维 非 退 意 的 正 态 分 布 ， 
它 有 密度 函数 





PT) 一 





1 ] 上 一 r I 
Con [El *P pi ‘| CT 


求 亚 ( 扣 委 2 | SE). 
9， 设 .9ELz(D ,人 ,) .证明 :如 果 
EW = En a.s., 
则 必 有 cov (7) 二 0. 
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10， 举 重 说 明 存 在 这 样 的 rv ,7E LC 了 ) ,虽然 
covte,7) 二 0; 但 请 (916) 二 En a.s. 并 不 成 六 ;虽然 E7186) 二 Ey 
A, S. ;和 但 二 ,7 并 不 独立 . 

11， 设 ECD, 多 PP) ,多 是 . 宏 的 子 = 代 数 . 试 证 ?GE 工 
《 虽 , 史 ,PP) 使 下 全 一 ?9 达到 极 小 的 充分 必要 条 件 是 了 一 五 (| 字 )， 

12， 设 E (有 0 多, 忆 ), 欠 是 多 的 子 o 域 . 称 

varté1%) = E{[t — EC(é|Y) |S} 
为 二 关于 ?的 荣 件 方差. 
《1) 证 明 公 式 
var (# 1%) = EC |) 一 E(t IY) a.s.. 
(2) 证 明 条 件 Chebyshev 不 等 式 ; 对 每 80， 
PiE— El) | el) Svar(t | /ee a.s.. 

13. 证 明 命题 1. 3. 5， 

14， 证 明 命 题 1. 3. 6， 

15. 设 上 和 了 是 概率 空间 (8,. 顽 ,P) 分 别 到 可 测 空 间 ( 苞 ,家 ) 
和 人 7 ,2 的 随机 元 , 研 和 了 独立 ,又 设 了 是 (和 ,到 )X(7,22) 上 的 
可 测 函 数 ,EfCE,7) 有 意义 .证明 


ELf(é,D |7] = | fC DPE tCdx) a.s.. 


16， 设 多 和 久 ,,tET' 是 概率 空间 (9, 多,PI) 的 子 a 域 . 称 
1 ttE 荆 } 关 于 学 条 件 独立 ,如 对 任 2 六 2 性 ET 及 人 尾 
EF ,二 1,',n, 有 





Pl 站 a4) 一 IT Prig). 
称 随 机 元 族 {5,ET)} 甘 手 罗 条 件 独 立 , 如 fcftEytET} 关 于 多 条 
件 独立 . 试 证 明 下 列 命题 等 价 ， 
(1) 多; 和: 罗 :关于 办 和 条 件 独立 ; 
(2) 对 每 AESIPlA lo) = PiA) | 中 } .5. 了 
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(3) 对 每 A,: EF ,PiAs|e FU)=— P(A) as. 
《4)》 对 每 非 负 多 可 测 之 r,v.， 
再 (后 |5( 多。 LB)) = EIE) a.s.; 
(5) 对 每 非 负 多 可 测 之 r.v.7， 
Ey UE)) = Ey|Y) as.， 
17?， 设 随机 向 量 (E,7) 有 密度 p(tz,y) ,x,y 忆 和 . 求 关于 7 和 
7 关于 的 正则 条 件 分 布 . 
18， 手 述 并 证 明 关 于 随机 元 的 给 定 值 的 定理 1. 3. 7, 定 理 
1.3.11 的 翻版 . 
19， 设 史 是 可 测 空 间 ( 吕 ,多 ) 上 的 概率 测度 族 ,. 多 的 子 o 域 
多 称 为 对 吧 是 充分 的 ,如 果 对 每 A4E€E 久 , 存 在 一 个 党 可 测 炒 数 
关 4,，) 使 得 对 每 已 算 殉 均 有 1 
PlA|IB) = f(A, *) as， 
(对 每 PE 罗 ,P(CA| 多 ) 表 示 在 概率 空间 (8, 字 ,P) 上 ,A 关于 罗 
的 条 忻 概率 ), (如, ) 到 某 可 测 空 间 ( 取 , 才 ) 的 可 测 变 挤 称 为 是 
开 的 充分 统 讲 量 ,如 果子 = 域 (6 对 多 是 充分 的 . 证 明 : 如 果 存 
在 人 8, 多 ?上 的 测度 ,C9). 实 ,py 上 的 可 积 联 数 太 和 人 锡 侣 测 国 数 
族 {g. ,PE 人 B}) 使 每 PE 人 B 对 绝对 连续 而 且 其 Radon-Nykodym 
导数 可 表 为 





则 欠 对 于 多 是 充分 的 . 
20， 由 定义 直接 验证 :如 果 ( 忆 , 鹏 ') 上 上 的 概率 测度 族 {Po， 
90 由 下 式 确定 : 


PB) 一 [ges ded B 所 < 
吾 
其 中 . 
人 ， VT nc 


[he yy 一 
Se io 其 但 ， 
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则 Ts) max TT) 是 {Po,0>>0} 的 充分 统计 量 . - 
21， 由 定义 直接 验证 :如 果 (R', 5F8') 上 的 概率 测度 族 {P,z: 4 
蕊 民 ,o>0} 由 下 式 确定 


zc = 有 到 
, 


则 ( Dx > 好] 是 {Pz:xER,o >0} 的 充分 统计 量 . 


于 一 上 


” 
i 


ei drdr, BE HR, 








第 四 节 ”距离 空间 的 概率 测度 


4. 1 距 记 空 间 上 概率 测度 的 性 质 


以 加, 字 和 淳 分 别 记 距 离 空 间 (XX,P) 之 开 集 系 , 周 集 系 和 
Borel 集 系 . 距离 空间 对 上 的 概率 测度 芒 是 指 可 测 空间 (站 , 锣 } 上 
之 概率 测度 . 

定理 14.1 设 4 是 距离 空间 CX,p) 上 之 概率 浏 度 , 则 对 每 
个 BE 光 , 任 纵 : 守 0, 存 在 FE 宪 和 GE@ 人 使 FCBCG 及 
A{G\PF Ye, 

证 明 把 一 切 具 有 下 述 性 质 的 BE€E 溶 记 作 汇 : 任 给 >0, 存 
在 FE 和 GE 使 FCBCG 且 jG <Ze. 为 证 有志 罗 , 只 需 
证 明 ;1》 客 CC 加 ;2) 名 是 一 个 5g 域 . 兹 分 别 证 如 下 . 

1) 设 BE 作 ,. 令 | 

,一 位 和 和 pz)<1/a nl1, 


由 G.>G。 且 门 6, 一 8. 因此 由 概率 测度 的 过 续 性 知 当 w->co 


时 ,AICs NB 一 0 于 是 对 任 给 。>>0, 存 在 nm 使 ACG。 NB)<e 由 于 
互 本 身 就 是 闭 集 ,G, 是 一 个 包含 B 的 开 集 , 故 以 上 事实 说 明了 B 
€ 多 . 1) 由 此 得 证 . 
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2》 易 见 站 和 区 .如 吾 皇 区 , 则 对 任 给 e 闻 0 存在 六 咎 党 :CE 人 2 
使 fFCBCG 目 ArCGNM<e. 这样 ,对 任 给 se>0, 就 存在 (他 反 窜 ， 玉 
ED 使 叶 CB'CF' 有 HH 
REN 一 plG\F) < 
于 是 ,如 BE 多 , 则 BE 多, 最 后 ,如 对 每 x 宇 1,B.E 氏 , 那 么 对 任 给 
5>0, 可 取 记 EE 安 ,G,EO 使 F.CBCG, 日 ACEJ<e/2 5 再 


利用 概率 测度 的 上 连续 性 ,又 可 确定 一 个 m 使 z( { UP 
| UR) < 令 下 二 Ur,e=Ue ; 则 FEE,GEG 使 FF 
CUBcGH 

oA( USGIN Um) raA( Ure) 


<AU (GA NF Y) + Ee/2 < 





这 说 明了 如 对 每 4 污 1,B.E 凶 , 则 UB. E 人 名. 综 上 所 述 ,多 是 一 a 
域 ,2) 得 证 . 定理 证 完 . | 
系 1.4.2 设 如 定理 1.3.1, 则 对 任何 8E 吕 ， 
CB)= inf{(OB EGG ECG) = sup{pgH BIOFF EF}. 
证 明 ” 吻 由 定理 1. 3. 1 得 到 . 略 . 
上 述 系 表明 ,距离 空间 革 上 的 概率 测度 由 它 在 全 体 开 集 或 全 
体 闭 集 上 的 值 唯 - :确定 . 也 就 是 说 ,如 果 povzes 是 苹 上 的 概率 测 
度 , 对 每 GE 人 ,有 pj (G) 一 pw(G) 或 对 每 FE 客 , 有 pn(F) = 
tk), 刚 Hi Hs 二 和 面 我 们 进 一 步 说 明 ， 距离 空间 上 的 概率 测度 
亦 由 所 有 有 界 一 致 连续 函数 对 于 该 测度 的 积 分 的 值 唯一 确定 . 
系 1.4.3 设 志 ,pa 是 距离 空间 (和 ,po) 上 上 二 概率 测度 , 如 果 对 
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上 每 一 有 界 一 致 连续 男 数 地 有 


an 一 [a 
则 £0 = pe. 
证 明 涛 虚 证 上 的 实 值 函数 
1， iE 0， 
C1. 4.1) oi 0 过 fl1， 
OD, fi > 0 
对 每 亚 和 个 宕 , 令 


《1 42 A) = npr LERNnE1, 
易 见 对 每 n 宇 1,f, 是 久 上 有 界 一 臻 连续 明 数 旦 对 每 xEX,f(x) 
一 frfz 因为 1f.| 所 1 对 每 n 汪 1 成 立 ; 由 控制 跑 钙 定理 立 得 


(Fy— ja 人 一 im du = lim| 六 dm 





= lim| /dp = | imAadm 
= [Tdp = At 


据 系 1. 4. 2, 上 式 说 明 jp 二 jw. 证 完 . 

我 们 进一步 讨论 完备 可 分 距离 空间 上 概率 测度 的 性 质 . 一 个 
版 离 空间 X 的 概率 测度 jp 称 为 是 胎 紧 的 ,如 果 对 任 给 e>0, 存 在 
XX 中 之 紧 集 下 使 得 nCKD)>1 一 &. 

定理 1.4.4 完备 可 分 节 离 可 测字 间 (X,. 名 ) 上 的 概率 测度 
是 胎 紧 的 . 

证 明 XX 是 可 分 的 , 邦 有 可 数 稠 集 {zx,,n 宇 1}. 易 见 对 每 i 实 1， 
均 有 


Lj Ux,,1/ = X. 
严 一 】 


对 任 给 e>>0, 取 ni 使 
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a UV)) >1- se/2, i>1. 


令 4 一 N UU/ 对 任 5>0,rE4, 只 要 TVi< 3, 就 一 定 


全 在 和 1 ken 使 ptz ,zi) 过 8. 因此 ,A 是 外 中 之 于 紧 集 . 由 于 
完备 ,; 故 4 的 闭 包 有 A- 是 关中 紧 集 . 记 民 二 47, 则 


POCK) P(A) SE del2: 一 6， 
i=1 
邵 PORK)>>1 一 8. 可 见 py 胎 紧 .证 完 . 
4.2 R" 上 的 概率 测度 


先 讨 论 # 二 1 的 情形 . 设 y 是 RR 上 的 概率 测度 . 对 每 生灵 , 令 
Flz) = p(— oo,7]. 

则 下 是 我 们 在 1.2 定义 过 的 R 上 的 d.f. .反之 ,正如 1.2 所 指出 
的 ,对 于 中 上 每 一 个 d.f.F, 可 以 产生 一 个 尺 上 的 概率 测度 pj 一 一 
五 对 应 的 L-S 测度 . 这 说 明 RR 上 的 概率 测度 和 RR 上 的 d.f. 之 间 有 
一 一 对 应 的 关系 . 

对 于 灵 上 的 每 一 个 d.f. 下 ,我 们 可 以 定义 其 特征 孙 数 (缩写 沟 
c.f. >》 汶 


子 (站 一 | eaF cz), 人 大. 


根据 Levy 的 道 转 公 式 . 一 个 灿 世 又 可 以 出 它 的 特征 函数 唯一 确 
定 . 如 果 下 是 一 个 r.v. 的 d.f. 那么 下 的 cf 了 也 称 为 rw 的 
c.f. ;而 生根 据 定理 1. 2.2, 它 可 以 表 成 
FA) 一 Eexp(ité). 
根据 Lebesgue 分 解 定理 ,每 一 个 d.f. 五 均 有 如 下 的 表达 式 

(C1. 4.3) 五 一 加 十 下 十 下， 

其 中 心 ,asya3 宇 0;w 十 ww 十 Gs 一 15 下 FF 和 下 都 是 d.f. ;FE 是 阶梯 
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函数 ,对 Lebesgue 测度 绝对 连续 ,F 连续 且 对 Lebesgue 测度 
奇异 . 分 解 在 这 样 的 意义 下 是 唯一 的 :分 解 系数 a ,ayos 唯一 ;对 i 
二 ],2,3, 如 果 &>0; 那 么 对 应 的 d.1. 下 唯一 . 
根据 (1 1. 2) 式 ,可 以 把 r,v, 进行 分 类 ;如 果 r.v.# 的 df 下 
的 分 解 式 中 呈 一 一 0, 称 二 是 离散 型 的 ,如 果 分 解 式 中 力 王 如一 0 
称 《€ 是 连续 型 的 ;如 果 分 解 式 中 一 gs 一 0; 称 是 奇异 型 的 .以 上 
三 种 类 型 的 r.v 又 统称 为 纯 型 的 . 
设 1 考虑 到 上 的 和 概率 测度 , 类 似 于 灵 的 情形 ,到 上 的 概率 
测度 与 4.f 也 有 一 一 对 应 的 关系 , 对 眉 嘻 的 d.f. 玉 ,其 c.f. 定义 为 
PE TE 
如 果 玉 是 维 随机 向 量 &= (56,… ,5) 的 d.f. ,那么 下 的 cf 和 了 也 
串 敌 车 的 c.t , 它 可 以 表 成 


fs sn) 一 Eexpf(iy ab +. 
特别 地 ,如 时 Sl 相互 独立 , 则 由 系 3. 1. 20 知 
Eexp 人 ye, } 一 本 Eexp (ié,} 








4.3 Tulcea 定理 的 逆 命 题 


我 们 在 1. 6 中 曾 提 出 过 Tulcea 定理 的 道 命题 , 这 个 问题 的 解 
决 与 基 珊 空间 的 拓扑 性 质 有 关 . 下 面 仅 就 基础 空间 是 完备 可 分 距 
离 空间 时 对 该 问题 作出 正面 的 回答 . 

定理 1.4.5 设 ((Xe, 丈 ) 和 A} 是 一 列 完 备 可 身上 距离 可 测 
空间 , 则 对 { 义 闷 , 义 吗 | 上 每 一 概率 测度 了 ;存在 {(X, ,和 8,) ,上 


EN} 上 的 梳 率 转移 函数 族 {P,,&EN} 使 (1. 1. 15) 对 每 4EN 和 每 
BE 二 1 PkEN} 在 a.s. 意义 下 基 唯 一 的 , 即 
如 栗 {@Q ,EEN' 世 是 { (XL,981) ,LEN} 上 使 

65 





《1 .4 4 CPA OB X XB) 
=| Q.cdzo | Qe(dzre)-| Cd rr El Cb 站 
二 E; BB, 


对 每 有 EN 和 每 BE Bi 一 1,…y 上 成 立 之 概率 转移 函数 族 , 则 他 
二 Pi: 而 且 
{1. 4.5) PlBis o) = iB, *) a.s. Payt,n_1 
对 每 EN ,>1 和 每 BE 用 | 成立 . 
证 明 令 PP 二 Pr?! 对 每 REN.E>1, 以 x 中 和 zm 分 别 


£1 


记 和 ~ 到 ,到 X 和 XK 的 投影 映射 ,再 令 户 为 [ XxX, XB, 


Pxi 4.) 上 随机 元 x 关于 随机 元 zx ,的 给 定 值 的 正则 条 件 分 

布 ( 由 于 XX; 是 完备 可 分 距离 空间 ,利用 定理 1. 3.11" 关 于 随机 元 

给 定 值 "的 翻版 即 知 这 个 正则 条 件 分 布 存在 ). 不 玲 见 {Pi,kEN} 

.是 (Xt, 客 ) 上 EN)IL 的 概率 转移 函数 洲 , 和 在 证 它 满足 41.1. 157. 

易 见 (1.1.15) 对 二 1 成 立 , 设 证 1EN 而 县 1. 1.15) 对 上 

和 任 B:€ 各 i 一 1 , 记 成 立 . 这 时 用 上 典型 方法 不 难 证 明 ; 对 每 非 

负 可 测 郴 数 f, 均 有 

《1. 4.6) 加 | Fr tdr XXX dri) 


区 


=| Picdz)| Paldzrs sy Ti) 
XL x 


M | 了 (ri 区 sl sr 1). 
于 是 ,根据 Pi 的 定 关 并 利用 (1, 4. 6), 对 酝 BE 名 st 一 1 三 十 
1 可 得 
(PT sat Br XK en x Bri) 
一 [|| Por Br Tr TO PA ,er 1 Cdr Xr KX drr1) 
(六 
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一 | PertBaris Tyr" TOPM ,adr XK XK 中 zi 


Br XB 


| 


| rddz)| Pdr )| Pirildrrrir Ts Ti), 
可 BB, Fetl 


即 (1. 1. 15y 仍 成 立 , 这 样 我 们 就 用 数学 归纳 法 证 明了 (1.1.15) 对 
尾 AEN 及 BE 名 yf 一 1 上衣 成 立 . 
如 毕 人 1.1.15) 对 人 性 友 GE 及 五 E 哆 一 1 成 立 , 那 么 取 


是 1 


并 一 1 ,就 得 已 一 Pr ,此 外 ,对 EN,R>1, 任 取 4 兴 到 和 
号 ES 利用 5 4. 6 可 得 
CP zx As 1 x B.) 


=| Picdz)| P,{tdrs ri) 
| x, 
- | 了 xs Pd rl" Te_1) 


|e yt" TI Pril, eid 和 x dr _1} 


一 上 | 站 
4 





这 说 明了 Pi(，,， 是 概率 空间 ( XX., X 名 ,Pxil.4] 上 随机 


元 zt 关于 随机 元 x 外. . ,给 定 值 的 正则 条 件 分 布 . 同 理 , 由 
(1.4.4 可 以 推 郑 和 = 一 Prr' 而 且 当 REN,E 放 1 时 ,号 (，,，) 是 


| xX 如 XX 向 ,Pari 上 zh 美 于 x 全 ,的 给 定 值 的 正则 条 件 
分 布 , 国 此 ,已 = 入 且 (1. 4.5) 成 立 .证 完 . 
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4.4 收 oimogoroy 相 容 性 定理 
我 们 将 讨论 无 穷 维 乘积 空间 上 的 概率 测度 . 设 T 是 一 个 无 穷 
集 ,| 双 和 ，X 汤 } 是 一 个 乘积 空间 , 尸 是 欠 ' 么 上 的 概率 测度 . 
对 每 kz1, tr :CT', 令 
PP, Pr, 


出 {Pr ss [#1 Li ;下 CT, 下 社 1} 是 一 族 有 限 维 的 概率 测度 族 . 我 
们 药 问 题 是 :在 什么 样 的 条 件 下 ,一 族 有 限 维 的 概率 测度 族 能 唯一 
确定 无 穷 维 滋 积 空间 上 的 概率 测度 . 

先 考虑 = 人 和 12, 下} 的 情况 . 设 {CX， :1 ) 法 之 1} 是 一 族 可 浏 
空间 . 奶 果 对 每 上 六 1, 已 .是 | XK， X 多) 上 的 概率 洞 庶 ,而 
且 
(1. 4.7) 五 

= PatB XxX -- x By 
对 和 在 BE ,i=l ,kk 成 立 , 则 称 {Pi.i 庆 守 1}) 为 乘积 空间 
( ※,，X 拔 | 上 的 相 容 的 有 限 维 概率 测度 族 ,简称 为 相 容 族 . 

定理 1 4.6 设 ((Xi, 名;), 全 1} 是 一 列 完备 可 分 距离 可 测 

空间 . 对 { XN, XxX) 上 每 一 相 管 族 1P,... 忆 沪 1} 存在 唯一 的 


概率 测度 已 使 
(1.4. 8) Pail =— Ps 
对 每 天 实 1 成 立 . 


证 明 对 每 下 1 以 mp 和 2 分别 记 XX 到 XY。 和 
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XX XX 的 投影 映射 ,再 令 PL，,…) 为 概率 空间 (XX; 
X 者 ,Pix] 上 和 随机 元 x 加 关于 随机 元 x 人 ,的 给 定 值 的 正则 
条 件 分 布 . 利用 (1.4 7) 式 ,经 由 数学 归纳 法 不 难 证 明 :对 每 £1 
和 任 B;E .到 :一 1 ,天 ,有 


EE 
.49) Puesl XB =|, Pd)|, Pld.a) 


全 | Pi Cd rr yz ys Te) 
由 于 iP, 胡 写 ]1} 是 1 并; B,) ,上 有 宇 1} 上 的 概率 转移 孙 数 族 , 上 引用 
Tuleea 定理 又 知 在 | XK,X 3) 上 有 了 喧 一 的 概率 测度 户 使 
(1.1,15) 对 每 宇 1 和 每 BE 光 ,i 二 1 上 成 立 . 把 避 . 1. 15) 和 和 
(1,4.9) 对 照 , 推 知 对 每 & 守 1， 
Pri a) XB = Pisal xX 已] 
对 任 BE 各 ,i 一 1, ,上 成 立 ;再 用 典型 方法 即 知 ,作为 
( 义 X, < 到] 上 的 概率 测度 , (1. 4. 8) 成 立 . 证 完 . 
t=1 i=1 

再 考虑 了 是 任意 无 穷 集 的 情况 . 

定义 1.4.1 设 了 是 无 穷 集 ,{1( 避 党 ET 是 一 族 可 测 空 
问 ,， 又 设 对 每 天 -321 每 人 CT 是 | XxX, 义 杞 上 
的 概率 测度 . 称 

| {Pi nt { st} 《一 Tk 之 1} 

为 相 容 有 限 维 概率 测度 族 , 简 称 相 容 族 ,如 果 

(1) 对 每 有 之 1 每 但 和 ev}CT ,每 号 E 天 一 1 天 及 
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Fl sk 的 每 一 个 排列 £1 i :Ee + 有 

ProtBi X ee X Be) = Pea Bs, X ~ X By 

2) 对 每 E>1 ,每 { sr ft ;CT 及 每 B. 万 ,一 工 ， 
均 有 . 

Po (B, X XB, X Xi ) = Pra By XX B,). 
定理 1.4.7 设 了 是 无 穷 集 ,{( 和 ,5 腕 .JET 是 完备 可 分 距 
离 可 测 空 间 族 . 对 于 | 义 下 ,, X 孵 ) 上 的 任 一 相 容 族 {Pi :fn， 
tt 了 4tE 了 

1 ,存在 唯一 的 概率 测度 P 使 对 每 R21， 每 人 9 
塘 } 呈 本 ; 均 有 
《1.4. 10) Pei, 一 PP,..,. 


1 “二 


证 明 对 了 的 非 空 于 集 5S, 以 zs 记 XX 到 XX 的 投影 映 
射 , 如 SS: 都 是 了 的 非 空子 集 且 51 忆 54, 则 以 吵 记 闪 X 到 


各 十 1 


从 并 的 投影 映射 易 见 ,对 任 BE XXX,, 有 
(1.4.11) rs B= zs Crs:) BB. 
我 们 将 分 四 步 来 证 明定 理 . 

(1》 对 了 的 任 一 可 数 子 集 3 ,在 儿 到 上 有 唯一 的 概率 测度 
PP; 使 
(1.4. 12) Ps a) 1! = Pi 
对 每 有 >1, 每 ft} CS 成 立 . 

证 : 记 3={siysz mp 易 见 { 刁 ,22 空 二 是 定理 1, 4.6 所 要 
求 的 ,可 数 维 乘 积 空 知 | XX 兴安 ] 上 的 相 容 族 . 因此 由 定理 


1. 4. 6 知 { XX, X 哎 ] 上 有 唯一 的 概率 测度 Ps 使 


(1. 4. 13) Ps{ ms] 一 Po 


1 





?0 


对 每 * 荫 1 成 立 . 任 给 kz1, {4}CCS 及 BE)1 一 1 不， 
到 充分 大 的 使 {在 ) 忆 {51054} 并 定义 {Aj 二 1 4) 
为 ;如 存在 站 1 和 is 下 使 5 一声 :网 A, =B, 加 和 全 , 则 A, 
一 局 .由 人 1.4.11) 0. 和 13 和 相 容 性 条 件 一 一 定义 二 4.1 的 (1 
和 {21) 立 得 


和 a 


Ps (XKB)= Ps...) ‘(XA,) 


并 i 二 1 


= Pl XA)=P,.. 
据 此 ,经 由 典型 方法 便 可 证 得 Ps 满足 (1. 4. 12). 
(2) 设 S1,S; 是 了 的 可 数 子 集 ,BE XX 入,B,E 从 志 - 如 果 
ne B=as B:, 则 | 
1]. 4. 147 Ps {Bi) = Ds, (Bs). 
证 ; 令 S 一 S1U Sz. 对 每 有 1 人)CS 以 及 吾 





共 妥 ,由 51.4.10 和 (1.4.12) 咎 
t=1 
Ps Cr.) !B. .= Ps (ma) (CB, ) 


= PP.. ) 


te 


(B ,y= Ps ,YB . 
1°" 3 1" "Re [I 


= Pslrs) (mt ) BB, .). 


据 此 ,经 由 典型 方法 便 得 
(1.4.15) Ps = Ps(rs ) 
间 理 可 证 


‘Ps, = Pa(rs ) 
利用 以 上 两 式 , 并 注意 ws B1 二 zs Bz 获 会 (zs ) 再 一 (xs ) 1B,， 
我 们 有 
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Ps Bi)= Pelrs ) (BI) = Ps((rs ) BI) 一 Ps(Crs ) Bs) 
= Ps(r )-1(B,) = Ps, Bs), 

(1.4. 14) 得 证 . 

(3) 据 (1.1.14) ,对 任 BE 从 馆 , 存 在 全 的 可 数 子 集 S 和 A 
€ 从 到 使 B=r514. 令 

PCB) = PstA), 

如 PC(B) 是 一 意 地 确定 的 . 事实 上 ,如 男 有 了 的 可 数 子 集 S' 和 4 
E 欠 到 使 B 一 14 ,那么 由 (2) 可 知 Ps (4') 一 Ps(4), 因 此 ,以 
上 述 方式 定义 的 PtB) 蚌 唯一 的 . 往 证 P=1P(B),BE XX 名 | 是 


概率 测度 
不 难 见 PLZ) = 0,P[ XX,) =1, 而 且 对 任 BE 又 到 总 有 
0 委 忆 (8) 扫 1. 因此 只 需 请 证 已 具有 可 数 可 加 性 . 设 { 五 ,,m 六 1 是 
X 玛 , 中 两 两 不 交 的 集合 序列 . 对 每 = 六 1, 了 到 了 的 可 数 子 集 S, 和 
4.E 又 玛 使 及 = 二 Us 记 3 = 【js 据 GL.41), 可 表 


(1.4. 18) B, = Xs (qs) A, 
而 且 由 {Bn 之 1} 两 两 不 交 推 知 和 (ast) 14,,n 宇 1) 亦 两 两 不 交 .于 
是 用 定义 的 一 意 性 ,1.4.15) 及 (1. 4.16) 得 


Pl{ UB. = Ps{ Ue 14,j = DPs ima.) 
=} 一 


-= BPs (4.) 一 BPs. 
这 证 明了 有 可 数 可 加 性 ， 因而 是 概率 测度 . 


了 2 


对 每 £1. 每 {ft ,… 4)} 忆 TT 和 每 BE x 肠 , , 取 一 个 了 
的 可 数 子 上 集合 全，… 之 S, 由 (1.4.11),P 的 定义 及 (1.4.12) 


便 有 
Pr KB 一 Prt Bows) 


yt 


~ Pls r,s) 1B,...,) 
= Pel ) Bg) 


了 


一 Pel 《Ba 一 Pi CB, ,a) ? 


即 (1.4. 10) 成 立 . 这 说 明 概 率 测度 己 符合 定理 要 求 ， 
(4) 设 卫 和 户 均 是 符合 定理 要 求 的 概率 测 诬 , 则 对 每 产 1， 


. 
每 全 CT 和 每 Bn 折 XxX 有 
TY】 
Pl Bs) = Pi (Bs) = P' rid, Bs) 


a 


这 说 明了 和 P' 在 X 家. 的 一 切 有 限 维 可 测 柱 集 上 的 值 相 等 , 根据 


测 度 扩 张 的 唯一 性 ,我 们 知 必 有 了 一 P'. 这 证 明了 符合 定理 条 件 
的 概率 测度 是 唯一 的 , 定理 证 完 . 

无 疑 ,定理 1.4,7 包括 了 是 可 数 集 的 情况 . 不 难看 出 ,在 这 种 
情况 下 ,定理 1, 4.7 和 定理 1. 4. 6 所 使 用 的 相 容 性 条 件 实质 上 是 
等 价 的 . 只 不 过 在 定理 1.4, 6 中 完 分 利用 了 可 数 集 总 是 可 以 排序 
的 这 一 特点 ,把 相 容 性 条 件 形式 上 写 得 简单 些 罢 了 . 

设 垃 是 一 个 无 穷 集 . 我 们 称 4. 工 族 
(1, 4,17) {Fs {hr} CT 1} 

是 (有 ,FR") 上 和 相 容 的 有 限 维 d.f. 族 ,如 果 

(1) 任 给 1, CT 及 zx ER 二 1 对 抽 w*， 

二 的 每 一 排列 下 ,二 :有 
下 Ta 
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2) 对 每 3 st fe] }CT 及 TiER,:=—=1 Ci :上 :有 
lim F,.. 


二 


易 见 随机 过 程 的 有 限 维 d.f. 族 是 相 容 的 , 反之 ,给 定 一 个 相 容 的 
有 限 维 d.f. 族 (1. 4.17). 对 每 kz21 和 每 [人 CT 以 已 
记忆 对 应 的 EL-S 测度 , 则 得 到 一 个 (及 , 安 ? 上 的 相 容 有 限 维 
概率 测度 族 {Pi :和 fs) 本 ,让 之 1). 由 定理 1. 4.7, 在 (RR ， 
< 鹃 ?上 上 就 有 唯一 的 概率 测度 也 使 (1.4. 10? 或 等 价 地 


[3 
Pre ls ( XX (— oo ,ri]| 一 下 Tt ER 
:一 1 


对 等 点 之 1 和 每 1 att 成 立 . 这 时 候 ,(R ,家 ,PP) 上 的 又 标 
过 程 {roET) 将 以 (1.4.17? 为 有 限 维 d.f. 族 . 


习 题 1.4 


I 9 TT 一 PF, tC a 人 





1. 证 明 系 1.4.2,. 

2. 设 忆 是 可 分 距离 可 测 空 间 (X ,多 ) 上 的 概率 测度 .证 明 存 
在 唯一 的 闭 集 Cu 使 

CY PCcoy 一 13 

(2》 对 任何 闭 集 C, 如 果 PC 一 1, 则 CC 一 Co 

3. 设 和 7 是 相互 独立 的 r.v. 证明 如 和 之 一 是 连续 型 
的 , 则 <#+? 亦 是 连续 型 的 ， 

4. 证 明 每 一 个 二 维 d.f. 下 可 作 如 下 的 分 解 : 

下 一 oFo 十 的 下 十 oF, tars, 
其 中 aoya yasy 访 0G 二 十 a 十 a 二 1;d, [FF 对 应 的 概率 测度 
集中 在 内 至 多 可 列 个 点 上 yd.f. FF) 对 应 的 概率 测度 集中 在 于 
中 至 多 可 询 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 而 且 至 中 任 一 点 的 概率 测 
度 均 为 01d.1. Fa 对 应 的 概率 测度 关于 二 维 Lebesgue 测度 绝对 连 
续 ;d.f. FF 对 应 的 概率 测度 集中 在 一 个 二 维 Lebesgue 0 测 集 上 ， 
但 六 中 任 一 平行 于 坐标 轴 的 直线 上 簿 率 测度 为 0. 
了 和 4 








5， 设 rwE 的 cf 是 产 则 对 任 记 >09， 


、 站 1— Ref(t) 
Elt|? 一 cr|， di, 


其 中 忆 , 二 (pp 十 1)sinCpr/2)/n 

6. 设 工 v.$ 的 c.f 了 是 实 的 . 证明 ;对 任 4a 计 0,r,vY, 6 二 
6 as 的 ec 拓也 是 实 的 而 且 f 守 让 

7， 设 工 是 中 的 无 穷 子 集 ,( 束 , 画 ? 是 一 完备 可 分 距离 可 测 空 
间 . 又 设 画 数 族 

{Pte, dsst ET st} 

满足 条 件 : 

(1)》 对 每 ETs<t Pl， 。) 是 (区 ) 到 (和 殉 ) 的 概 
率 转移 也 数 ，; 

(2) 对 每 rtfETr<s<c 和 每 地 E 天 ,4E 殉 ,有 

PislAsz) = | Pdyz)PeC4，)， 


证 明 ; 存 在 概率 空间 (0,. 多 ,和 (如 ,了 ,局 ) 到 CX7,. 人 0?) 的 随机 元 
t£ 二 {起 ,tf 万 了 使 
PE EE A =) = PtA,r) 
对 一 切 和 Tc 及 一 切 xE 玉 ,AE ;各 成立 . 
sg， 设 工 是 有 的 一 个 无 穷 子 集 , 有 限 维 由 上 族 
{Fs {bs ts} CT 1 
满足 条 件 ; 对 任 A 社 1, issn CT 人 和 人 
中 , 均 有 
下 
证 明 : 存 在 一 个 概 认 空间 和 它 上 面 的 随机 过 程 { 寺 ,ET} 使 
. Peé 过 Trl — 于 有) 一 Fs CT ss Te) 
对 每 RE is te CT et, 和 2 人 成立 ， 
9， 设 TT 是 任 一 无 穷 党 st " ) 基 于 上 定 文 的 实 值 畏 数 , 又 T 
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[| a ss ;CO) 一 Ft CT a TH 








(1) 对 每 5 ,ET， 
PSst) = pF 5)s 
(2) 对 每 下 321， yt 和 人 和 人 RR， 
中 开 
> 了 DC 有) 2 0. 


i=1 j=1 


证 明 : 存 在 一 个 概率 空间 和 它 上 面 定义 的 随机 过 程 {.,tE€T} 使 对 
每 8 这 1 全) CC 全, (1, 所 } 是 上 维 正 态 分 布 随 机 向 量 ;对 
每 :ET， 
Eé = pF)! 
对 每 s,tET， 
covV(E 上) = pls,t). 
10， 随机 过 程 170st<co} 称 为 是 独立 增 量 的 ,如 对 每 
下 > 每 一色 二 自 所 和 < 区 oo 有 一 证 和 , 克 ,一 环 ，, 相 下 狸 
立 , 证 明 ; 如 果 d.f. 族 {66,0 委 芝 二 之 00) 满 足 条 件 ; 对 任 0 所 
fo, 
Fo = Fo Ps 
则 存在 概率 空间 和 它 上 面 定 多 的 独立 增 量 过 程 { 友 ,0<t<co} 使 
对 每 0DsS6<b<eoo 均 有 
W, — W, ~ Fe, 
说明 :df 和 本. 革 五 的 卷 积 定 六 为 
CG HH CT) 一 | cc — ydH(y), XxXER:; 


如 果 工 . v. < 和 区 独 站 会 当 全 至, 则 
Gis 
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第 二 章 离散 讨论 


讨论 是 现代 概率 论 的 一 个 重要 内 容 , 也 是 随机 过 程 和 数理 统 
计 的 一 人 有力 工具 . 黑 的 概念 的 产生 或 许 和 概率 论 早期 研究 的 对 
象 一 一 赌博 向 题 有 关 . 但 是 , 鞭 论 本 身 在 近 二 三 十 年 来 的 迅猛 发 展 
却 有 着 理论 和 实际 两 方面 的 需要 . 一 方面 , 著 是 独立 随机 变量 部 分 
和 的 自然 推广 ,人 们 致力 于 把 概率 论 中 关于 独立 和 的 古典 销 果 推 
广 到 对 上 去 . 另 一 方面 ,在 随机 过 程 和 数理 统计 的 研究 中 ,入 们 过 
到 了 形形色色 的 具体 的 靳 ,形成 了 团 论 研究 的 强大 推动 力 . 据 查 ， 
亢 这 个 词 出 现在 近代 概率 论文 献 中 是 1938 年 ,而 1953 年 Doob 
在 他 的 (随机 过 程 3 一 书 中 关于 下 雪夫 本 收 语 定理 的 证 表 则 普遍 认 
为 是 鞠 论 发 展 的 一 个 重要 里 程 碑 . 

本 章 主要 讨论 离散 热 的 一 些 基本 事实 , 在 第 四 ,五 两 章 我 们 还 
将 讨论 离散 拷 的 一 些 极限 定理 ,这 些 内 容 不 少 是 六 十 年 代 以 来 发 
展 起 来 的 . 关于 连续 参数 蔷 , 我 们 只 是 提 到 了 一 些 今后 要 用 到 的 结 
论 . 应 该 指出 ,连续 软 决 不 是 离散 的 简单 的 平行 的 推广 , 它 的 内 容 
和 方法 与 离散 加 有 很 大 的 差别 . 对 这 方面 有 兴趣 的 读者 ,可 以 查阅 
有 关 文 献 . 





第 一 节 基本 概念 


1.1 定义 及 简单 性 质 


靳 的 普 念 有 很 强 的 直观 背景 . 比如 说 , 某 人 连续 参加 若干 局 的 
赌博 , 赚 完 = 局 后 的 总 赢利 记 作 $.. 自然 ,5. 应 看 作 一 个 r.v. .如 
了 7 


困 此 人 运气 不 坯 ,那么 人 人 们 以 他 前 x 局 的 "战绩 "去 推测 他 第 十 1 
局 的 胜 贫 就 会 认为 他 不 太 会 输 , 用 一 个 式 子 来 表示 就 是 EE (5,,. | 
Si 54) 这 5 a.5,. 如果 此 大 运气 不 佳 或 运气 平平 ,就 可 以 用 五 
CS S19 ass. 或 五 (0S。 151 5.) 一 ,分别 去 描述 
他 赌博 的 情况 , 以 上 三 种 情况 ,我们 说 (5, ,x 之 1} 分 别 形成 了 下 蒜 、 
上 上 轨 和 靳 . . 

为 了 绍 下 载 . 上 靳 和 执 正 式 下 定义 , 先 要 引进 一 些 术语 . 设 亲 
是 及 的 一 个 子 集 ,我 们 说 概率 空间 (2, 多 ,P)? 上 的 一 族 子 = 域 
{区 ,EE 工 } 是 非 降 的 ,是 指 对 任 吉 ,二 ET 和 4 均 有 多 ,CC 多. 
例如 ,对 于 一 列 r, v, 合计 1}; 令 玫 , 二 01? 迄 n),n 主 1; 则 
{ 罗 21 :是 一 列 非 降 = 域 . 给 定 一 个 可 测 函 数 族 {S,,:ET} 和 一 
个 非 降 子 5 域 {多 ,ET). 如 果 对 每 :€E 了 ,S, 关于 :多 ,可 测 , 我 们 
就 说 {5S,,tET) 适 于 { 久 1,tET) ,并 把 它们 写成 {5S,) 多 ,ytET} 而 称 
之 为 适 可 测 函数 族 . 例如 ,一列 .v.15& mm 闫 1) 当 取 如 ,一 oC ,1 所 
sm ,2 之] 后 ,就 自然 而 然 地 得 到 一 个 适 可 测 落 数 列 人 人,,. 记 ,之 
1}. ™ 

定义 2.1.1 概率 空间 (如 ,多 , 疡 ) 上 的 适 可 测 函数 族 (18. ,多 .， 
tE€ 了 ) 称 为 是 (下 对 ,上 款 ) 拷 ,如 果 对 每 4,t ET ,tn 所 t ,上 (S| 
多, ) 有 定义 并 且 
(2.1,1) E(S, |F (SE, SE) — 5, a.s,. 


当 ( 于 加 , 上 鞍 ) 堵 的 参数 集 工 己 11,2,-…} 时 , 称 之 为 离散 (下 堵 , 上 
贰 ) 熟 , 当 对 每 :E15 之 oo(p 计 0} 时 , (下 擂 , 上 靳 ) 瑶 {5,， 
多 ET) 称 为 L( 下 款 , 上 蒜 ) 读 ， 

”下 面 是 用 命题 形式 给 出 的 下 磐 、 上 坎 和 鞭 的 一 些 性 质 . 

命题 2.1.1 15,, 久 ,,t1ET 了 } 是 下 载 的 充 权 条件 是 {一 S,,. 久 ,1 

ET7) 是 上 软 ; {5,,F,,tET) 是 著 的 充 要 条 件 是 它 既 是 下 轩 又 是 上 
靳 . 

?8 

















从 上 述 命题 可 见 , 每 一 个 关于 下 堵 的 结论 都 可 以 翻译 成 关于 
上 鞍 的 结论 . 这样, 今后 我 们 只 要 讨论 下 款 魏 , 翻 详 工 作 则 请 读 
者 自己 去 做 . 

命题 2. 1.2 如 13 史 :itET7) 是 下 黄 或 装 并 且 对 每 * 拭 全 ， 
5, 有 意义 , 则 ES, 作为 1 的 函数 分 别 是 非 降 函 数 或 常数 函数 . 

命题 2.1.3 如 {5 ,多 ,ET ) 和 {5 丰 .1 全 ) 都 是 下 开 
或 都 是 山 , 则 对 任何 非 负 实 数 或 实数 a,5, 只 要 对 每 :ET,aESt， 
十 5BES22 有 意 广 , 则 {fas 十 B52,iET} 分 别 是 下 款 或 志 . 

命题 2.1.4 如 {SF ,,tET} 和 {Ss 了 T} 都 是 下 载 
而 且 对 每 :ET 了 ,ECS YW S403) 有 意义; 则 {S42YV Se ,. 安 ,ytET} 蚌 
下 吉 . 

证 明 对 任 磋 ,各 会 工 怕 st 有 

ES V SH IF EPI PSY a.s., i=1,2, 

由 此 可 见 ECSO NY S22|. 吻 ,之 SY 5 a.s, ,证 完 ， 

命题 2. 1. 3 和 命题 2. 1. 4 说 明 下 款 具 有 某 种 再 生性 质 . 在 这 
方面 ,最 为 重要 的 结论 是 下 列 定理 , 

定理 2.1.5 设 和 从,,. 名 ,,tET} 是 拷 或 下 载 ,对 应 地 g 分 别 是 
R 上 连续 征 函 数 或 非 降 的 连续 号 函数 . 如 果 对 每 £.,t; ET， tits, 
[Lg (5 ) |.F ,J 有 定义 , 则 {g 604.F ,tCET} 是 一 个 下 考 . 

证 明 在 鞍 欧 情况 下 ,直接 用 条 件 Jensen 不 等 式 (1, 3, 15) 便 

















知 

ElgtS) | ,|g(ECS, | 多， ,)) = g(5,) a.s, 
对 任何 tts ET tte 成 立 . 在 下 抠 的 情况 下 ， 利用 5]. 3， 15) 态 gg 
的 非 联 性 ,有 又 有 

Elg(S,) | gE(S, |F,)) gS,) a.s. 
对 和 任何 14,12 所 fo 成 立 . 所 以 在 两 种 情况 Figts,) ,Ft 
都 是 下 堵 . 证 完 . 
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利用 定理 2. 1.5, 可 以 通过 蒜 戌 下 拷 表 生出 许多 下 靳 来 . 下 面 
是 一 个 特例 . 

系 2.1.8 如 {3.00tET} 古 黑 , 则 对 每 产 六 1 (15S.| 罗 
EET} 是 下 揣 . 如 45.,.B ,tT} 是 下 蒜 , 则 {Si 多 ET 还 是 下 
靳 ， 

证 明 因为 当 p 室 1 时 ,gz 一 zl 是 连续 凸 国 数 ,又 王 为 
gz) 一 z+ 是 非 降 连 续 凸 函数 , 黎 由 定理 2.1.5 立 得 本 系 . 


1.2 蒜 序 列 和 装 差 序列 


所 谓 坝 序列 就 是 当 卫 =11,2,…} 时 的 圾 .类 似 地 当 了 = {1,2， 
…} 时 的 下 鞍 也 叫 下 贰 序列 . 对 于 鞭 序 列 和 下 观 序 列 ,(2.1.1? 有 一 
个 简单 的 等 价 条 件 , 这 就 是 下 列 命题 . 

命题 2. 1.7 适 可 测 函数 列 15,,.F,,n 实 1) 是 一 {下 靳 ) 扫 当 
且 仅 当 对 每 n 守 1,ECS。41|.F,Y 有 定义 并 且 下 式 成 立 ，- 

《2. 1.2》 五 (Si |: 罗 人 ) Oo VI, av.s,， 

我 们 再 引进 鞠 差 序列 的 概念 . 

定义 2.1.2 适 可 测 函 数 褒 {&,F,,n 字 1}) 称 为 是 园 差 序列 ， 
如 果 对 每 x 汪 1, 上 (4,1. 入,) 有 定义 并 有 下 式 成 立 ; 

(2. 1.3) Ee |F ,=0 a.s.. 

应 该 指出 , 鞭 差 的 概念 是 一 个 相当 一 般 的 概念 .事实 上 ,给 定 
一 个 五 中 的 序列 1&. ,2 这 1), 令 . 罗 ,一 上 [ 厅 ,) 用 .一 5 人: 去 
2) 则 容易 验证 1 一 五 (| 多。 ,Fn 这 1} 形 成 一 个 观 差 序列 . 
此 外 , 靳 差 序列 和 扇 序列 有 着 紧密 的 内 在 联系 . 事实 上 ,给 定 一 个 
二 黑 {5.,.F,,n 宇 1). 对 每 xn 证 1, 令 
SW) 一 人 (ay， Su) :SS, 1Cw) ER, 

， 其 他 
(约定 So 一 0 的, 则 人 , 罗 a 节 1) 形 成 一 个 工 | 中 的 熟 差 序列 .反之 ， 
给 定 一 个 L 著 差 序列 ,那么 对 每 n 实 1, 令 
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过 2) 一 





Sn = ee， Ei C0) se Cw) ER, 
0. 其 他 ， 


则 1 多 1 形成 一 个 二 贰 . 这 个 重要 的 联系 使 得 圣 成 为 研 
完 _- 般 r.Y. 列 部 分 和 收 黎 问题 的 有 力 工具 . 

下 面 ,我们 给 出 工 : 靳 差 序列 的 一 个 重要 性 质 . 

命题 2. 1.3 7. 中 的 蒜 差 序列 { 仿 ,多 2 之 1) 是 正 交 列 , 也 就 
是 说 ,对 每 六 1 我们 有 


(2.1.4) El( Ds)’ = DE. 


证 明 利用 条 件 期 望 的 性 质 和 (2 1. 3 可 知 , 对 每 1 所 i 之}, 有 
EEE, = EL[ECé SF)] 一 加 [名 情人 | FN) =0 as.， 


由 此 我 们 得 
El Dé)’= DE + 25) see 一 VEg 
对 每 4 之 1 成 立 , 证 完 。 
43 例 


我 们 将 提供 随机 过 程 和 数理 统计 等 方面 授 的 一 些 例子 ,从 中 
可 以 悟 出 一 点 寺 的 应 用 的 广泛 性 

(1) 设 5 是 概率 空间 (9, 脆 ,PP) 上 的 可 测 函 数 ,f2 ET 
是 一 族 非 险 o 域 ,对 每 :ET,E(S 1 多 ,有 定义 ; 蜀 {ECS | 多 ,多 ,， 
tE 了 是 一 个 贺 . 

(2) 设 17.,0<<eo} 是 一 独立 增 量 过 程 (定义 见习 题 1.4 之 
10), 对 每 1 守 0; EW 一 0. 令 多 一 0 有 0 过 5 二 站 则 (7 丈 ,， 
六 0 昌 是 一 个 款 . 事实 上 ;这 时 对 任 刀 实 # 汪 0, 由 增 量 的 独立 性 和 条 
件 期 望 的 性 质 即 得 

EW, = EOW, + W, — Wo | ) 
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=W, 二 ECW, — Wi)=0 a.s.. 
(3) 设 {Wi,0<24 扩 oo} 是 独立 增 其 过 召 ,f 是 [0,so) 上 的 非 降 
函数 而 且 对 每 1 二 0, EW 一 0, 对 每 0 态 s 扩 1[<00,E(W, 一 元 .)? 二 
AD 一 了), 令 5 一 W? 一 了 y 玫 /一 do(W;0 坟 ys1) 1 社 0, 对 任 0 
<ssteoo 我 们 有 
EC(S. NB ) = ECW? — 7 多 
= EL[W?+2W, OW — WD) Wi— WO) ~ fA | 
一 Wi+ WEW,— 全,) EC(W,— WW) — f(t) 
~ Wi— f(s = S$, a.s., 
从 而 {一 A000 ,多 ,st 宇 0} 是 一 个 对 , 作为 这 个 例子 之 特例 ,如 果 
对 任 1 这 9, 了 0 一 二 则 {人 一 4t 字 0} 形成 一 个 挝 . 
(4) 车 {全 ,n 守 1} 是 二 中 独立 rv. 序列 ,对 每 n 宇 1, 邻 9 一 





25. 一 0(6,1<iS<n). 容易 验证 , 当 对 每 之 1 均 有 Ek 之 0 
或 对 每 nl :; 均 有 Eé,=0 轩 {Sy: 守 1 } 分 别 生 下 般 或 黄 . 
EER) 与 ICE ii) 独立 ， 如 果 对 每 # 2 8 一 0 那么 今 


S,= ME. 
‘一 ae ,1 < i nn), 
M. = 五 (Sr | ,), 
则 对 每 n 宇 1 均 有 
EM 1 FS ELECS, nn) ,1) 1) 
= ECS,rnt: | ) 
一 二 (Se 多 二 ECE nt | ) 
= Em ) = M. a.5,. 
这 说 明 {M,, 记 ,nn 六 ]} 是 一 个 对 .此 例 的 特殊 情形 r=0 就 是 例 
《4)? 中 的 熟 ， 
吕 2 


C6) 设 严 和 驴 是 可 测 空间 (2. 胸 ?上 的 二 概率 测度 ,1 有 和 之 
1} 是 .多 可 测 函 数 , 对 每 # 宇 1, 1 在 测度 已 和 入 下 分 别 有 
密度 pr 和 gle ,a), 考 虚 位 然 比 


有 


- 本 0， PalEL ss ) = 0，, 
并 令 Ro ). 我 们 来 证 明 {Mf 多。 这 1} 是 一 个 概率 室 
间 (2,.2F ,PP) 中 的 点 ， 


对 每 nl eT = ror) 由 关系 式 
| — | pap Crt dz 
贞 


推 知 当 p(x 中 )==9 时 {ni: Prtrt1Cx D>01 是 Lebesgue 零 测 
集 . 因此 ,对 任 BE 坟 "有 


| MdP 
{EM EE} 


| enn {pl} 


[or CE prt ) dP 


一 0 ger Vd dm, 


(EX {pi Tt 


一 Go D)dradzoil 
CEXRIN pT pa 0 


去 加 | GefzDDJdrT dr。 


BN {pe ) 0) 


[qs CE pCE" YdP 


| {po} 


=| .MadP， 
这 表明 EOM41 1 名 直入 了 a,s, .因此 (My .nn 这 1} 是 一 个 上 款 . 
C7) 设 {6m .全 1;n 空 1} 是 取 非 负 整 数 慎 的 独立 同 分 布 r.v. 
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阵列 ,EE 二 jy>0. 归纳 地 定义 


加 一 1; 思 一 SE, nl1. 


我 们 称 r.v, 列 {有 ,nn 之 1}; 是 一 个 分 核 过 程 ,直观 上 ,办 解释 为 时 刻 
n 细菌 个 体 总 数 ," 解释 为 从 时 刻 x 一 1 到 第 个 个 体 分 裂 成 
新 的 个 体 的 数目 , {7,,x 实 1} 描 述 了 细菌 分 裂 的 过 程 ， 

令 名, 二 00 和 7M 二 入 /1 注意 1 上 六 1}) 与 人， 
… 加) 独立 ,我 们 有 





人 


EC | 多 一 El Den Ez 


r=] 


mo 上 * 
= E{ On De i,) 
A20 11 


a 让 
一 2) Tn >) Et 
xD i=1 


一 py。 8.Ss,。 
上 式 两 端 再 除 以 pe! 即 得 ECM | 更 ) 一 邓 。， as .这 表明 {MM， 
:这 ]} 是 一 个 靳 ， 


1.4 下 靳 序列 的 分 解 


-下面 ,我 们 讨论 适 r. v. 序 列 特别 是 下 扶 序 列 与 熟 序列 的 关 

系 . 先 介绍 著名 的 Doob 分 解 . 
定理 2.1.9 对 任 一 元 适 可 测 函数 列 13S。,, 多 na21) ,存在 

一 个 石 款 {MM ,了 ,an 宇 1} 和 工 适 可 测 函 数列 {7.,. 祈 ,1,n 实 1} 使 
一 0 a.8. 态 
(2, 1.5) Si = M, 十 WA] as. 
分 解 式 (2. 1.5) 在 下 述 意 义 下 唯一 :如 果 存 在 荆 鞠 {MM ,人 ,n 
之 11,7 王 1;2 和 工 ; 适 可 测 函数 列 [Y ,多 01,n 写 1} ,i 一 上 ,2, 满 足 
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?2 一 0 一 1 ,2 并 使 
《2. 1.6) 9 = RD 十 nl a,s. 
对 ;一 1.2 成立 , 则 
(2.1.7) MD = MND = YR] as 
适 可 测 函数 列 {S,, 久 ,;n 宇 1} 是 一 个 下载 当 且 似 当 分 解 式 
(2.1. 相 中 的 {%.,n 宇 1} 是非 降 的 ; 即 对 每 n 闫 1 加入 +1 a.5.. 
证 明 按 定理 的 三 个 部 分 分 款 证 之 . 
(1> 分 解 的 存在 性 . 令 1 一 9 六 一 0, 再 归 销 地 和 定 尽 半 伍 1 
时 ， 





有 一 pe — M,s 
二 3, 一 也. 
不 次 验 下 (0 是 个 翅 贰 ,对 每 a 闵 1 了 是 关于 名 
可 测 的 并 且 (2. 1.5) 成 立 . 
《2) 分 解 的 唯一 性 , 按照 唯一 性 的 含义 ,由 (C2. 1.7) 推 知 当 xn 
主 1 时 
MM? — MY = WW = EOD Oo WY 2 
= ECM® 一 MP, 1) = MD — MV a.s.,, 
但 是 MD? =51 一 M1? as ， 故 由 归纳 法 推 知 ME 一 Me a.s. 对 每 
区 1 成立, 从 而 多 一 六 as. 亦 对 每 n 实 1 成 并 ,此 即 (2.1.7). 
(3) 下 团 的 分 解 . 由 (2.1. 5) 立 得 
EClSs|F. 1) ECM 十 | 二 ECM | 多 ,1) 十 训 
二 十 各 十 (一 条 -1 二 561 十 (和 一切 _1)》 a.8, 
对 每 n 记 1 成 立 .于 是 对 每 x 六 1,E(S, | 多,_1) 守 5,1a. 8. 的 充 要 条 
件 是 芭 汪 加 -1a.s. ;可 见 定理 最 后 一 个 结论 成 立 . 证 完 . 
其 次 介绍 下 靳 的 Riesz 分 解 . 
定 尖 2.1.3 非 负 工 上 团 {Z, 多 ,,n 之 1) 如 满足 limE2Z. 一 0 
就 称 为 位 势 。 
85 


定理 2. 1. 10 设 下 贰 (5... 多。,,n 之 1} 满 是 条 件 supEl1S. | 过 
co, 则 存在 了, 靳 (MM,, 多 ,nn 祷 1} 和 位 热 {2,, 久 ,2 字 1}) 司 
(2,1. 8) 5; 二 机 一 Zn 这 1 a.5.. 
分 解 在 下 述 意义 干 是 唯一 的 :如 果 还 有 一 个 五 蒜 {1H， ,多 ma 闵 1)} 
和 一 个 位 势 {Z， ,多 .六 二 使 
C2.1.9) S.C 二 MC— Zn] 8.8S.， 
则 MM = M,Z = 2 nl] a. 3.. 

证 明 对 每 a 之 1,p 实 1; 出 下 载 定 义 得 

ES onl) = ELECS,4 sr1 | |] 
> 杞 (So| 多 ) a.s,. 
因此 ,对 每 "之 1 ,下列 定 多 有 意义 : 
7 一 limECS,, | a.8.. 

根据 条 件 Fatou 引 理 和 条 件 Jensen 不 等 式 又 可 见 . 

EIM,|= Elim|E(S,|F.)| < liminf EIECS,+,l.F,)| 


< liminf ElS, +a| 于 supE|S. | < cc. 
因此 对 每 4 之 1， ,M, 蕊 .由 于 5， ECS, +s 1: EM a.s. ,并且 
SMM,E DL, 对 序列 {EC5,4,|. 多 ,) ,pp 实 1]}) 用 条 件 Lebesgue 控制 收 
化 定理 便 得 
EM | ,) = EllimE(CS,+ ,+ 41) 1 久 ，,] 
= lim BLES or | Fn) | 
一 limEtS,r, | .) 一 MM, a.s8. 


对 每 之 ] 成 立 , 这 证 明了 {M6., 久 ,an 主 1) 是 一 个 款 ， 
令 
Z. = M.S #1. 
由 于 fa 罗 2 六 1) 和 1 一 9 到 1 都 是 上 蒜 ( 命 题 2. 1. 1)， 
故 12 这 ,8 这 1} 仍 是 上 拷 ( 命 题 2. 1. 3), 又 由 于 对 每 1， 
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(2.1.10) ZZ EC(Z,, |,) 
— ECM. | 多) — ES pl,) 
= M,— 开 (S。 ,| 多 0 as,， 
极 {2,,.F ,yn 这 1 是 非 贷 上 质 . 此 外 , 据 
EZ. EIM,| + EIS| < oo 
和 和 (2.1.10), 对 {ECZsrp| 字 .1 户主 1) 用 Lebesgue 控制 收 化 定理 
又 得 | 





lim EZ,1 ,= limELECZ, ,|F.)] 
= ELlimE (C2,,,|.F,.)] 
pn 





一 E[M,— limE(S,+, | 多 .一 0， 
可 见 {12,3 Fn 这 1} 是 位 势 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 Riesz 分 解 
(C2. 1. 8) 的 存在 性 
设 韦 加 Ml} 和 位 势 ! Za nl} 满足 (2 1. 9) 
而 (4 . 罗 az 六 1 和 (2 ,这 ,yn 字 1) 如 前 , 则 有 
(21.1D 2d .一 lim EOS, | 
po 
一 lim 有 RCR， 一 | 多 
pee 
一 M, — limE(Z.s | a.3,. 
pon 
另 一 方面 ,由 Fatou 引 理 知 
0 E[LlimE(Z.,, | ,.)|] Es0 lim EZ.,, 一 由， 
Pe Poo 
故 有 limE (Zs1. 实 ,一 0. 于 是 (2.1.11) 给 出 对 每 n 守 1， 
Fc 
NM = MM, a.s. 
以 及 
ZZ = M,.— 5, = MSS,=Z2, a,s8,. 
这 又 说 明了 分 解 的 唯一 性 . 证 完 . 
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习 题 2.1 


证 明 命题 2,1.1. 
证 明 命 题 2. 1. 2， 
证 明 命 题 2. ]. 3. 
证 明 命 古 2. 1- 7. 
设 与 ，……E, 是 工 中 独立 同 分 布 的 yY,v, .对 每 站 一 1，… 


令 5 一 了 3 i Se MOS nC). 


证 明 ， {Ns ,F, ,En 是 软 . 
6， 设 {6 ,xn 守 1} 是 独立 r.vw, 序列 ,对 每 n 守 1] ,KE& 一 0,B& 一 
过 00, 令 


和 


sg ec, nS 1. 


证 明 {Mi rl} 是 款 ， 
了 7. 设 人 xz>1) 是 独立 的 正 条 v,. 列 ,对 每 31, 严 & 一 1， 


M, = I%, ,= ol, 站 n> 1. 


证 明 {2M.， n>1) 是 驹 . 

8. 设 (如 ,多 ,PP) 是 概率 空间 ,P 是 (2 到 ) 上 的 有 限 测 度 ， 
{ 匀 , yn 之 1} 是 一 非 降 子 a 域 列 . 如 果 对 每 = 之 1, (8 多 ,上 的 测 产 
对 于 (内 ,. 玫 ， ) 一 的 测度 二 绝对 连续 ， 其 Radon-Nikodym 导数 记 
为 MM,; 则 {M5 ,Fn 写 1; 蚌 款 . 

9. 设 Q=(0,1], 一 多 门 (0,11;P 是 (0,1] 上 的 Lebesgue 
测度 . 对 (0,1] 上 任 一 Lebesgue 可 积 函 数 了 , 令 


2 1 


(十 1372 
MM 一 >») [2 fF dt | nn 1 


上 二 
丸 记 
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,= ok/ E/E = 1), nl1. 
证 明 : {MF,,n 主 1} 大 一 个 鞭 ， 

10， 设 ta 六 1} 是 在 0, 区 间 上 均匀 分 布 的 独立 r.v- 序 
列 , 对 每 之 1 以 要 委 …… 科 1 记忆 和,D 的 次 序 统计 量 . 对 
{0,1) 上 定义 的 任 一 给 定 Lebesgue 可 积 郴 数 p, 记 

dn = EAU = ln 
对 任 一 给 定常 数列 (cz 六 1 , 记 


d= tp. 
证 明 ; 如 困 {&,7n 之 1} 是 独 卫 同 分 布 的 rT.v, 列 并 且 其 共同 的 df. 连 


加 
BR,; 一 人 Tie>el ， 了 一 ] 
t=1 . 








M, = Y， (2 — Fp, 
5 一 oR, oR) 
则 4417. ,元 2 六 1 是 一 个 靳 . 
11， 设 (名 ,2z 闻 二 是 独立 的 大 序列 ,对 每 m 芝 1 一 0, 对 给 
定 的 正 整 数 有, 令 
6 
Mi 一 


1 ' * 
证 明 ， {MM 家} 是 Li 回 ， 
12. 证 明 :如 {6 入 ,yn 这 1} 是 Li 进 差 列 , 则 


一 1 

0) (六 66 zl 是 二 蒜 差 列 ; 
= 

C2) {5) 一 各 ,7 ,7 之 1) 是 所 款 


13. 证 明 ; 如 {起 ,Fi, 让 全 1) 是 贰 着 列 ， e911 上 之 1} 是 透 
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可 测 函 数 殉 ,而 且 对 每 321 Bs; 和 EE 有 意义 , 刚 1 2 
袜 1} 还 是 一 个 黄 效 列 . 

14. 证 明 : 适 雹 序列 {, 哆 4 六 直 是 蒜 差 序列 的 充 要 条 件 
是 对 每 & 关 1 和 每 个 元 有 界 Borel 可 测 国 数 f, 有 

再 ECE 5 一 0. 

15， 举 例 说 明 ; 有 这 样 的 下 蒜 (5,,. 字 ,nn 宇 1} 和 这 样 的 连续 凸 
函数 g: 使 得 {gS ,了 ,nn 之 1} 不 是 一 个 下 轴 . 

16， 设 1S. .多 六 1] 是 并 拷 , 试 求 下 载 {52 ,了 Fn 之 1} 的 
Poob 分 解 ， 

17， 设 {S. 多 .nm321} 是 满足 条 件 sup 忆 1S,|<o= 的 鞭 . 证 明 ， 
存在 非 负 款 {M2 ,Fn 这 1} ,1 二 1,2, 使 S,=MD 一 MD a.s.. 


第 二 节 停 时 定理 


2.1 停 时 的 定 兴 及 性 质 


定 光 2.2.1 设 TCR,{ 多 ,,tET} 是 可 测 空 间 (2,. 守 ) 上 之 
非 降 = 域 族 . 称 (82, 罗 ?上 取 值 于 了 工 U {oo} 的 可 测 函 数 工 为 {Ft 
世人 本 } 的 停 时 ,如 对 每 :€E 工 有 
(2. 2. 1) {rE 
记 久 =ol U2 ;如果 是 {FwET} 的 停 时 ,那么 称 
(2.2.2) FH,= (AE RAN rE EE FeET} 

为 停 时 + 的 a 域 . - 

我 们 先 叙 述 停 时 的 简单 性 质 ， - 

命题 2. 2.1 加工,rs 是 非 降 = 域 族 { 多 azETz 的 停 时 , 刚 mn 
V rrAr 也是 {.F,,tET} 的 停 时 . 

证 明 对 每 :ET, 由 {on 坊 7) , {rt} 所 多 , 推 知 
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{TV 二 = {人 六, 
{TA 二 人 
命题 2.2.2 设 本 具有 人 性质 ;对 任 {t,k 宕 1}CCT,ti 站 t, 有 #E 
7 了, 如 对 每 & 宇 1,5 是 { 肥 ET} 的 停 时 且 二 kr: 则 = 也 是 停 时 . 
证 明 ”对 每 二 1 和 半 ET 由 {msE 多, 推 知 
{ft 所 -站 fr SEI) EE F,. 


k= 


命题 2.2.3 如 -是 非 降 。 域 族 { 多 ,E 荆 的 停 时 , 则 由 
《2.2. 2) 定 义 的 甸 , 是 一 个 a 域 调和 且 r 关 于 多. 可 测 . 
证 明 易 见 DE 多 ,如 果 4E.F,, 即 AE 多,H AN {rt) 
各 多, 对 每 :ET 成 立 ; 则 A'E. 久 ,有 目 
NrAN raid] EF%,, 1€ET, 
从 而 46E 多 如 对 每 &21,4E .多 亦 即 41E FAN {ra} 


所 多, 对 任 #E 工 成立 , 则 U4， E 多 。 且 


(Ua jN {re ;=U [aN {re F, 1€T, 


从 而 Ua, E 多 这 说 明 多, 是 o 域 . 又 对 任 sET 有 ir 挝 s} EE 


.并且 
{Ts} 时 人 有 丰 一 人 入 5 大 有 和 多 和 多 ttl, 
故 {essje .多 .这 说 明 = 关 于 .多 : 可 测 .证 完 . 
命题 2.2.4 如 rr 都 是 非 降 o 域 {多 ,tzE€T} 的 停 时 且 工 声 
rz， 风 7 CCR, | 
证 明 如 4E 多， 则 4 站 (na 委 儒生 多 ET 从 而 
ANfa 人 ED} =[AN net 人 {nA EF, tt€ET. 
这 说 明 4E 多 .证 完 . 
在 今后 的 讨论 中 ， 最 常见 的 是 了 工 = {1,2,…) 和 了 一 To,co), 下 
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面 我 们 就 对 这 两 种 情形 下 停 时 的 性 质 作 进一步 的 讨论 . 
命题 2. 2.5 是非 降 z 域 列 { 多 ,2 闻 1 的 停 时 当 且 仅 当 
(2, 2. 3》 {r= Nn} EF nl1. 
此 时 , 停 时 r 的 o 域 是 
(2.2.4) B= (AN FAN {ron) € Fn 1}, 
命题 2. 2.6 设 {1S., 多 2 关 1} 是 适 可 测 医 数 到 ,rzr< ce 是 
{多 ,yn 之 1} 的 停 时 ; 则 5S. 关于 多 , 可 测 . 
证 明 ”对 每 "六 1,zE 六 ,我 们 有 
全 委 守 门人 一 和 一 体委 2 门人 一 有 和 多 
这 说 明 {1S. 雪 了)E 多 .证 完 ， 
这 个 命题 说 明 , 适 可 测 函 数列 的 “时 刻 ” 用 停 时 = 代替 以 后 ， 
* 适 ”性 仍 得 到 避 持 . 这 个 事实 对 我 们 非常 重要 ,下 面 , 我 们 把 它 推 
广 到 z 一 [0,co) 的 情形 . 称 随机 过 程 = 仿 .,t 宇 0} 是 右 连 续 的 ,如 
果 对 每 wE 吕 ,Co 作为 上 的 函数 是 右 连 续 的 . 
命题 2. 2. 7 如 果 适 随机 过 程 1 , 罗 ,t 尝 0) 右 连续 ,r 是 
{Fr 六 0) 的 停 时 且 r<ecc, 则 所 关于 .多 .可 测 ， 
证 明 对 每 n 尘 1, 令 
Sr 一 rm +t 0, 


其 中 [zj] 表示 xE€R 的 整数 部 分 . 注意 表示 式 
é 一 DEorvnl rm 0 pm (i) 上 0， 


可 知 对 每 #20, 每 *1,5(o 作 为 品 X[F0 上 的 丽 数 是 关于 多 ， 
关 腕 [0, 旨 可 测 的 ,但 是 ,由 上 的 右 连 续 性 知 各 ”fo 一 训 《mw)， 故 
em) 作为 (ws) 万 人 XxX[0, 相 的 函数 是 名 ,x 统 [0, 相 可 测 的 , 因为 
trAt 关 于 多 , 可 测 , 故 进一步 又 推 知 &,, 关 于 多, 可 测 . 于 是 对 每 
五 E 鹃 ,有 . 1 
人 BINNIE om (tu EE BIN {rE EB,, 
从 而 总 关于 .多 -可 测 .证 完 . | | 
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下 面 ,我 们 举 两 个 停 时 的 例子 . . 

例 1 设 {S,;n 宇 1} 蚌 一 r.v. 序 列 , 芝 ,一 a(S ，5.)，BE 
过 . 约定 inf 名 二 02 并 称 

t=inf{n 1:S, E B} 

为 {5,,n 详 1} 第 一 次 进入 集合 B 的 时 刻 . 由 于 
{T=n} = {SE B= lrsn Oo— 15,€ BE SB, #1，, 
所 以 = 是 一 个 停 时 . 

例 2 设 { 有 ,na 六 1} 是 mv 序列 ,多 .一 5( 98). 定 交 一 串 
随机 时 刻 如 下 : 

fm 一 1 
ri: = inffzn > ， 天 六 1. 

显然 ,mm 是 停 时 . 如 果 ms 是 停 时 , 则 


剂 一 】 


{ziti 二 A} 二 U {Te 一 TH 一刀 


=Ura=) 站 (和 名] 多 


对 每 之 ! 成 立 ; 从 而 4 也 是 停 时 . 因此 ,fri,k 字 1} 是 { 久 ,nn 之 1} 
的 停 时 序列 .这 个 停 时 序列 称 为 人 ,nn 宇 1} 破 记录 的 时 刻 ， 


2, 2 停 时 定理 


从 命题 2. 2.6 和 命题 2. 2.7 知 ,对 于 适 r,v 族 {1S,, 多 ,te 
了 T}, 把 S$, 和 .多 ,中 的 t 换 成 停 时 +, 通 性 即 S, 关 于 .多 , 的 可 测 性 在 
一 定 条 件 下 仍 可 保持 . 现在 我 们 要 问 ; 在 这 样 的 蔡 换 以 后 , 鞭 或 下 
喜 的 性 质 是 否 仍 可 保持 ? 换 句 话说 ,如 果 {5,, 匀 ,,tET} 是 一 个 鞠 
(或 下 款 ),r 和 sg 是 { 久 ,,tET} 的 停 时 且 rf 所 6; 是 不 是 有 

ECS | 一 5S.( 职 守 5,) a.s.? 

在 讨论 这 个 问题 之 前 , 先 引 进 必 要 的 术语 和 记号 . 

定义 2.2.2 设 4,8 是 概率 空间 (nNn, 字 ,PP) 中 的 两 个 事件 .- 
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P(AN\B) 二 0, 称 B 在 A 上 a.s, 发 生 , 记 和 作 Ba.s.AA 或 A4CB 

. ;如果 ACBa.s. 且 BCA a.s. , 则 记 汶 A 二 B a.s. 

从 上 述 定 义 出 发 , 易 得 

命题 2. 2. 8 设 带 或 不 带 足 标的 4,B8,C 是 概率 空间 (2,. 钨 ， 

媚 ) 的 事件 , 则 

(1) Ba.s, A 当 且 仅 当 P(A4) 一 P(ANMmB); 

(2) Ba.s.A 和 人 3.8.B 区 含 Ca.s, A; 

(3) Ba.s, A,W BNCa.s. ANC, 


(4) 对 每 xz1.8asd 草 互 as |L 4 
一 1 


《5》 对 每 a 之 1,B,a.s.4, 则 门 B,a.s. 4. 

证 明 请 读者 完成 . 

定理 2.2.9 设 {5., 匈 ,,n 送 1} 是 一 个 适 可 测 函数 列 ; 对 每 
这 1,E5, 有 意义 ;o 是 {多 。sn 之 1} 的 a.s. 有 限 的 停 时 且 ES,。 有 瘟 
义 弛 是 { 欠 .aa 六 上 的 停 时 , 匹 Si 有 意义 则 当 {554.F sn 这 1) 
是 满 足 


【2。 2 5) liminf E + Ts! 二 0 

的 下 吉 或 满足 

(2.2.6) liminf E|S,|Tw,) 一 0 

的 款 时 ,分 别 有 

(2, 2.7) ES, | Sa.s. {TO} 
或 

(C2. 2.8) ElS, NF.) 一 Sa.s, {TA a}, 


证 明 只 考虑 下 堵 的 情形 ， 邵 果 在 这 种 情形 已 证 得 (2. 2. 7)， 
那么 当 {1S. 多 六 1 是 一 - 个 粹 时 ,只 要 对 下 粗 { 士 3 多 ,nm 党 1) 
分 别 用 (2.2.7) 就 可 以 得 到 (2. 2. 8). 

首先 ,我 们 对 rt 三 n(n 之 1) 的 情况 来 证 明 . 这 时 , (2. 2,7) 成 为 
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五 (9 | .多 区 3，as .ta 六 3) 
亦 即 
(2,. 2. 9) ECS Ts | Fi) Sd a. 5.. 
对 每 4 .多 ,利用 下 载 的 性 质 可 得 
ES.Tanisss 一 瑟 9o7aniz=m 十 ES antenti! 
ESTantsa) + ESerdarieatl SS 


Fi 


< ES。 Linon 十 ES anion ml 
rmtmt 
2 ESTanes 十 ESatotilanterntnty 
< ES of Af tasesintmt1} 十 ES nt lewntmti}: 
上 式 令 m 一 co ,由 (2.2. 5) 推 知 
ES a a I > ES na 
对 每 AE 名, 成立. 这 等 价 于 (2. 2. 9), 因此 当 r=n 时 (2,2.7) 对 
下 靳 看 立 . 
再 对 一 般 的 符合 定理 条 件 的 停 时 = 来 证 明 (2. 2. 7). 注意 rT 
o} EF 可见 (2.2.7) 等 价 于 
(2.2. 10) EELS,T ,wen 上 用 -] 之 了 cl ieee) 有 .3S.， 
对 每 所 E. 多 ,有 44 门 他 一 个 后 .多 因而 由 (2. 2. 9 得 
ESrianieel 一 DU ES, Tanteanies DUES,T An nn te 


— ES sanee.s 

即 (2.2.10) 成 立 , 证 完 . 

作为 定理 2.2.39 的 推论 ,我 们 得 

系 2.2.10 设 19, 多 ,2 六 1)} 是 适 可 测 函数 列 ; 对 每 n 实 1， 
ES, 有 意义 ;a 是 { 多 .21) 的 有 界 停 时 , 即 s 是 停 时 且 存 在 正 整 
数 庆 使 PCo<) 一 1, 则 当 15,,. 久 ,yn 实 1} 是 下 载 或 对 时 , (2. 2. 7) 
或 C2. 2, 8) 分 别 对 {. 实 ,yn 之 1} 的 任 一 停 时 成 立 . 
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利用 定理 2. 2. 9, 我 们 还 可 回答 前 面 提 出 的 关于 “ 执 性 ”是否 
继续 保持 的 问题 . 

系 2.211 设 {15 多 ,2 六 1 是 适 可 测 函 煞 列 ; 对 每 "之 1， 
ES, 有 意义 ;o 和 fr 是 {多 ;nn 全 1} 的 停 时 ,rg 之 50 as ;ES 和 
ES, 有 意义 . 则 当 {3S。, 史 az1} 分 别 是 满足 (2. 2. 5) 的 下 载 或 满 
足 (2,2.6) 的 蒜 时 , {5., 实 .5,5 分 别 形成 下 载 或 鞍 ， 

证 明 由 命题 2.2.4 知 { 多 :, 多 。} 是 ( 仅 有 两 个 c 域 的 ) 非 降 
域 族 . 由 命题 2. 2.6 又 知 {15:，, 多 -9 多 是 适 的 , 最 后 ,利用 定理 
2. 2.9 即 得 所 要 之 结论 . 证 完 . 


2.3 Wald 公式 一 一 对 于 期 望 


我 们 将 把 停 时 定理 用 于 娄 差 序列 ,以 得 到 所 谓 的 Wald 公式 
的 推广 . 然后 把 它 具 体 到 独立 r* v, 序列 ,得 到 Wald 公式 . 为 了 方 
便 起 见 , 如 果 {13。, 多 ,六 ]) 是 一 个 六 下载, 对 每 六 生 邻 名 一 3 
二 一 全 一 3 as ， Rl], 
我 们 将 称 适 可 测 函 数列 (6,. 久 ,yn 这 1} 为 一 个 下 蒜 差 列 . 不 难 见 ， 
一 个 工 ; 适 可 测 函 数列 {. ,多 .az1) 是 下 款 差 列 当 且 疏 妆 
E(& FO0 as.， Al1. 
引 理 2.2.12 设 低 ,x 之 1} 是 任 一 +r, vv, 序列 ,r 是 从 上 取 值 于 


正 整 数 的 函数 , 则 对 每 x 汪 1, 有 
rim nn 
《2. 2. 11) D8 一 S&T 


证 明 对 每 nn 守 ] 9 
TA ™—1 9 Mm 
>》 一 了 Dé 十 了 em > 8 
=1 i=1 此 一 于 一 1 
He 一] 下 -1 所 
一 DDT + Tn 2 
4 一 1 【一直 上 二 ] 
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好 一 1 
一 > 二 sc 十 了 rm 2 
ket 下 二 | 


n—] 
一 和 Te 十 了 


二 一 ] 


一 2 eli 
证 完 ， 
引 理 2. 2. 13 ”如 * 是 非 降 z 域 列 [多 ,ma 六 1} 的 停 时 ,r<ce 
a. 8. : 则 对 和 任 非 负 可 测 函 数列 舍 ,n 宇 1} 有 


《2. 2. 12) E( Ya 一 E[ Sec 1. 
Fl 1l 
证 明 由 (2. 2.11) 得 : 


IAN 四 
El 2 6) 2 En n 2 1. 
上 式 中 令 ax 一 ce, 又 有 


El 站 一 Deel 
— 3 [ECE | Tea 
= DeLee DD ] 
= 如 a EE )] 


EYE ,). 
证 一 】 


证 完 . 
定理 2.2.14 设 人 ,多 ,az 六 1} 是 工 适 可 测 函数 列 ,a 是 
{Fn 守 1} 的 停 时 ,o<o0 as,. 则 当 仆 多, 六 1} 是 满足 条 考 
日 了 


£2, 2. 13) ES on 

的 下 款 差 列 或 满足 | 

(2. 2.14) EE < 

的 挝 差 列 时 ,对 (Fsn1) 的 任 一 停 时 分 别 有 
C2. 2.15) E| bp Ye， a.s. {(¢ > 7)} 
罗 | 气 

(2. 2. 16) E( D&IF) = Ds a,s. fo 


证 明 仅 需 对 下 鞠 的 情形 给 给 出 证 明 . 记 Su= > 6 ,nl 注意 


ES! = El Dé,) 轿 沁 Eye < ce， 
m=: 1 了 二- 





五 [LS 了 >- | = E[ 站 去 ED < Do, 

: 9 一 1 ?一 上 

可 知 SBS-Tie>a 有 意义 ;又 注意 (2. 2. 13) 还 效仿 
ES irsn SE El De SE El ,Do 0, 


故 定理 2. 2. 9 之 诸 条 件 满足 ， (2. 2.7) 成 立 . 但 此 时 (2. 2. 7) 就 十 
《2, 2, 15), 证 完 ， 

系 2.2.15 设 ' 二 ,总 ,yn 全 1} 是 工 蔷 差 序列 ,go 是 1 多 9 六 
1 的 停 时 ,ea<co a.s, ,如 果 (2. 2.14) 成 立 , 风 


(2. 2. 17) Ee. 一 Eé. 
证 明 把 定理 2. 2. 14 用 于 r 三 1 的 情形 , (2. 2. 16) 变 成 
E[ Vel, = ,5.. 
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上 式 两 端 取 期 望 即 得 (2, 2. 17). 证 完 . 

不 难看 出 ,(2. 2, 17) 有 万 是 命题 2.1.2 向 停 时 的 推广 ,我 们 无 妨 
称 它 为 对 靳 着 序列 部 分 和 也 就 是 对 的 玉 ald 公式 . 正宗 的 斑 ald 公 
式 是 对 独立 同 分 布 1.v. 序列 部 分 和 说 的 ,我们 把 它 作为 一 个 系 证 
明 如 下 . 为 了 行文 简洁 ,独立 同 分布 ? 今 后 将 缩写 成 ji.d.， 

系 2.2.16 设 愤 ,六 1) 是 iidrv 列 :对 些 m1, 今 多 一 
oe); 设 t 是 ( 祈 ,n 实 1} 的 可 积食 时. 如 果 五 6 存在 , 则 
(2..2. 18) ED = Er. Et, 

证 明 - 先 设 E16 < 一 ce。 由 (2. 2.12) 和 独立 性 得 


C2. 2. 19) ES) |& 一 ES.| 一 ESCs, — Eé,| |]. ) 


= EPEIé — Eé | 2Er* El&| < co， 
把 系 2. 2. 15 用 于 蔷 莽 列 { &, 一 上 6, sn 这 11, 有 
ED — E&) = E(&, ~ Eé,) = 0, 


即 (2. 2. 18) 成 立 . 

次 设 本 :一 oo* 即 有 一 co 各 过 0 的 情况 . 由 Er 之 co 推 知 
Ptt<o0) 二 1 扒 知 存在 n 汪 1 使 已 Cr 一 四 六 0. 故此 时 (2. 2. 18》 之 
右 端 

Er* ES = Er* Ett — Er Eé- 
naPlr 一 FEE — Er + Er = o0., 
此 外 ,对 {各 ,2 六 1} 用 已 证 之 结论 ,得 


已 Ye， = Er* Fé < co， 
n=1 
故 52. 2,18) 之 左 端 
Ee= ED 6 ) = ED +: He) 
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二 Ee 一 ED > EEt — Er Eb = o%. 
由 此 可 见 此 时 62.2.18) 盆 成 立 。 | 
E61 二 一 oo 时 的 证 明 与 大 ,二 oo 时 类 似 , 略 .证 完 . 
2.4 Wald 公式 -对 于 方 椒 
对 于 同 分 布 之 个 f,v.&,… ,5., 如 果 期 望 存在 ;就 有 
Re. 一 KE， 


n=l 


上 一 小 节 的 (2, 2.18) 可 看 成 是 上 上 式 把 庆 推 广 成 停 时 7z. 对 于 ii. d. 
序列 {5&4 主 1} 的 方差 ,还 有 一 个 熟知 的 公式 

war Se, 一 kvartg/, 天 7 1 
这 个 公式 中 的 站 是 否 也 可 以 推广 到 停 时 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 我 们 的 
办 法 还 是 先 讨 论 拷 差 序列 ,把 C2.1.4) 式 推广 为 
(2. 2, 20) E( Dé EDE, 
然后 再 落实 到 i.i.d. 序 序列 上 去 . 


引 理 2.2. 17 如 果 人 ,Fn 这 1} 是 工 靳 莽 列 ; 则 对 任 一 停 
时 =, 有 


内 天 
(2. 2. 21) El > = ED 1 
n= 二] n=] 
如 果 r<<co a.s. , 则 进一步 还 有 
(2. 2. 22) E{ He) ES. 
n=] n=1 


证 明 这 时 , 记 5, 一 D6,n 宕 1 网 [5 一 D189 ,Fn 之 1) 
i="1 上 


是 志 贡 ( 习 题 2. 1 之 12). 因此 ，{S8 一 DE, 实 .1) 还 是 


1 一 1 
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疡 园 ( 习 题 2.2 之 9 对 任 & 六 1， 
El|Ss,: 一 人 < 2E és, | 





< EIS | 所 2 >) (ELESYE ,< co， 
故 由 系 2. 2.15 得 和 
E{ Si 一 之 名 =- 已 (9 一 全) 一 0， 
即 (2. 2. 21) 成 立 . 当 r<<ceo a.s. 时 ,于 (2.2. 20) 中 令 w 一 co ,利用 
Fatou 引 理 和 单调 收敛 定理 又 得 
ES: < liminf ES 一 liminf Ee = Eg, 


即 C2. 2. 22) 成 立 .证 完 . | 
定理 2.2.18 如 {全 ,9on 守 1} 是 工 对 差 列 ,rt 是 { 访 ,,n 实 





1 的 停 时 ,r<oo a.s. ,对 每 4 之 1, 记 5, 一 2 后 则 下 列 条 件 之 一 成 
i=1 
立时 ， (2,2, 20) 成 并 | 
C1) liminf ELS, [isn =0 
(2) EV [| < De 
(3) liminf ES < oo; 


(4) ED < oo ， 


村 一 二 


证 明 由 于 已 有 (2. 2. 22) , 故 只 需 再 证 条 件 (1) 一 (4)? 之 一 将 
会 
(2. 2, 23) E[ Ye) > EVE 
先 证 茶 件 41) 综合 (2. 2. 23). 对 每 n 实 1, 我 们 有 
ot 


了 1 
开 (S8| .Feem = ECSticen | 多) 一 ORSHa lS,) 


一 -Ds Ti i 一 一 5: 了 ra 一 一 从 2 已 。 号 ，。 


另外 在 条 件 (1) 之 下 ， 对 下 款 {13, | ,有 rz 六 1 可 用 定理 2.2.8 之 
“2.2.7)( 取 那里 的 o 为 这 里 的 *, 那 里 的 = 为 常 停 时 而 得 
五 (全 |. 家。 次 ECS | 1 ,Ts 
六 一 
合并 以 上 所 得 两 式 ,得 到 
站 (3 | 多 Si a.8,.， 下 区 1. 
上 式 两 端 取 巨 并 用 (2.2. 21) 又 推 知 


TAA 
Es: > Ess,, = EDF, n> 1. 
5 一 1 


上 式 再 令 ec= 即 得 (2. 2. 23). 

因为 人 2 草食 (1), 故 也 理 含 (2, 2. 23). 

往 证 (3) 葡 含 (2), 从 而 也 蕴含 (2.2.23). 对 任意 给 定 的 a>>0， 
有 

ElS, lw = EIS, [Firs, la) 二 EE|S, ns en, 
Saks + Pr n). 

因此 ,在 (3) 之 下 ,limsup EES, I 二 0 从 而 (必须 成 立 ， 

最 后 证 (4) 世 含 (<3) 从 而 也 冀 合 (2. 2. 23). 约定 x。 一 0, 我 们 得 


ESsTi.,.) = > CES? I, 一 五 Sa 
1 一 ] 


< 扫 > 五 (9? 一 SET 


i=1 


| 


DY ES ,cs, 十 2 EES,. Lei » E > 1. 
一 上 i=1 
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但 是 ,对 每 ;之 1， 
FEéS,. 1 = ELE(CES: dn 1 多 1] 
一 EL[S,_yTan Bt, | ,1))] 一 站 





帮 进 而 又 得 
bb rAn 
ES SE 了 Et —= ED, #1 
1=1 1 一 1 


由 此 可 见 














limsup ESiT,c,) EEy 各 ， 
故人 4) 草 含 53). 定理 证 完 . 
系 2.2.19 设 人 ,ma 六 1} 是 iid.rv 序列 ,五 E 一 0 EE? < 
oo0; 对 每 nn 之 1, 令 ,一 o(&1 rs&), 设 rt 是 {多 ,mn 写 1} 的 可 积 停 
讨 . 则 


《2. 2, 24) El D8)’ 一 Er - EG. 


证 明 不 难 见 此 时 信和 ,. 诡 ,1n 宇 1} 是 Ls 靳 差 且 <2,2.19) 仍 成 
立 , 但 由 于 醚 ,=0, 故 (2. 2. 19)? 就 是 定理 2. 2,18 之 条 件 (2). 于 是 
由 (2. 2. 207,(2. 2.12 和 独立 性 得 


El Se.) 一 E Ve 一 已 > EC6| 和。 
tS] 
证 完 ， 
2.5 Wald 公式 向 连续 参数 鞭 的 推广 


停 时 定理 的 结果 在 一 定 条 件 下 可 以 推广 到 连续 参数 鞠 的 情 
形 . 我 们 不 拟 全 而 展开 这 方面 的 讨论 ,而 只 给 出 (2, 2. 17) 的 一 个 推 
广 ,以 备 引用 . 
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定理 2. 2. 20 设 {5,,.F,,t 实 0} 是 一 个 右 连 续 工 灶 ,r 是 
(这 ,,t 储 0} 的 有 限 值 停 时 . 如 果 


(2. 2. 25) El|S,| < cc， 

(2. 2. 26) liminf El|S, [T's 一 0， 
则 我 们 有 . 

《2.2.27》 | ES|F0) = SS, a.8,; 
(2. 2. 28) ES, 一 ES,. 


证 明 ”任意 固定 :>0. 对 每 nn 宇 1, 令 


~、 
I ， 
Tn 一 > CU /mT Le Done ri 


由 于 {3,1 ,Fist 守 0} 是 下 寺 ( 见 系 2. 1. 6) ;对 每 ho 和 e>>0, 有 


E [Se Fire [I 3, Tren [| 


二 下 [Ss Tins, [rr} 
一 >») E | Sr [Tis, Dem rn) 
i 二 1 


< > ElS, Tos a6 -purensam 


并 


=E|S.| Fs | | 
AP(S Try > 十 El|S, Ts mn, n> 1. 


但 是 ,对 每 az1, 又 有 
PS | re > 六 Js 让 下 [Ss Ff 


frat! 


四 
一 4 2 E |Sam | eme rca) 
z=1 


A >E 1s， [To omrsan! 
z=1 


SANEIS,l. 
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为 此 ,我 们 得 
supE |[S. Tresy 上 sr 
< CA/ WEIS,| + ElS, iss. 
上 式 中 上 先 令 AD ,再 令 下 便 知 {S. Trres ,n> 1 } 是 一 致 可 积 
的 . 
对 每 4E ,利用 堵 的 性 质 可 得 


中 
3 
ES: Lan {re 一 > ES.ad an 下 一] 证 
r=1 


bi 
一 DHESTanie Lm? 一 ES,Tantren. 
i=1 


上 式 取 极限 ,利用 {STaniaensn 写 1} 的 一 致 可 积 性 ,151,t 宕 0} 的 有 
连续 性 及 5,4r 可 得 
ESdanien 一 ESdanvwans AE Ho. 
于 是 , 当 AE.F, 时 ,对 每 1 之 0 有 
ESofs= ES = ESTanis 十 ESTan te 
= ES.lanwen 十 ESdanies. 
此 式 再 令 1 一 oo; 由 (2.2.252 和 《2.3.26) 推 得 (2,2.27). 对 
《2. 2. 27) 两 痊 取 五 ,又 得 (2. 2. 28). 证 完 ， 


习 题 2.2 


1、 证 明 命题 2. 2. 5. 

2， 证明; 如 果 o 和 7 是非 降 a 域 i 入,,nx 实 1} 的 停 时 , 则 5 十 r 
亦 是 {. 宴 ,2 之 二 的 停 时 . 试问 好 ec 和 Tt 是 {多 ,,n 之 1} 的 停 时 ,os 一 r 
是 否 是 {了 F,,n 守 1} 的 停 时 ? 

3. 证 明 : 如 oa 是非 降 s 域 {F,.,n 宇 1} 的 停 时 ,名 。 可 测 的 整 
数 秆 工 Y.T 宇 of; 则 7 亦 是 {多 ,nn 宇 1 的 停 时 . 

4， 证 明 : 如 oa 和 5 是 非 降 o 域 {多 ,sn 室 1} 的 停 肝 , 则 
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{or {reo € ,MF, = Pon. 
5， 设 {nn 宇 1} 是 和 独 放 TV. 列 , 记 
FO ob 1. 
证 明 , 取 正 整 数 慎 的 r.v.r 是 {FF,,n 室 1} 的 停 时 当 且 仅 当 对 每 n 实 
1，F 一 由 与 多” 独立 . 
6， 设 {8,0F in 守 1} 是 一 适 r.v. 列 ,rf 是 {Fyan 社 1) 的 停 时 . 


令 
人 TW < ee， 
Swy 一 4 
[imsup Sa， rw) 一 co， 
证 明 $. 是 多 -可 测 范 数 . 


7， 设 对 每 m>t,:r ov 如 只 取 值 0 和 1, 多 .nr 节 1 是 非 降 
域 .证 明 :r'v. 序列 { 有 加 m 芒 1 是 适 的 当 且 仅 当 加 一 Ta 
六 1 其 中 = 是 (多 .mn 之 1 的 停 时 . 

8. 证 明 命题 2. 2. 8， 

89。、 设 13, 史 mz21 是 一 (下 ) 蒜 ,是 1 多 .2 节 1 的 停 时 ,证 
明 :Snon 这 1} 仍 是 (于) 识 . 

10， 设 {9,,. 了 ,nn 这 1} 是 一 (下) 贡 ,r 是 (Fw 这 1} 的 停 时 ， 
证 明 : {S-Asy 罗 :21) 仍 是 (下 7) 部， 





11. 设 {3. = 26, 多 sn 这 1) 是 一 个 (下 ) 款 ,rf 是 {Fn 
之 二 的 停 时 且 Er<co. 如 果 存 在 C>0 使 
Etlt| | FAEC a.s. {rT 宇 上 
对 每 站 六 1 成 并 ,证 明 EIS.|< 过 co 且 
ES.(>) = ES,. 
12， 设 售 ,n 主 1} 是 独立 同 分 布 r.Y, 列 ， 
Pa = 1 = P66 = 1 = 1/2. 





令 T 一 inf{n 之 1; 2 和 一 9. 癌 (2.2.24) 是 否 成 立 ? 


13， 设 信 ,xn 关 1} 如 题 12, 对 一 <e<0<O<c 信 
rz 一 inf 人 六 1 5 二 a 或 > 全 之 2 
z 一 】 1 一 1 


证 明 = 是 ! 胸 .ma 蒂 1 的 停 时 且 
PS. 一 a 一 让/ 人 一 PS 一 站) 一 一 2 一 4 








其 中 ,一 > 各 1 
14. 设 { 之 1 独立 同 分布 . 对 每 ?1 , 令 
3 一 DE = ob), 
1 一 ] 


马 设 是 { 罗 .mr 之 1 的 可 积 停 时 ,存在 C>0 使 
吾 【|S。| rw 肥 。 EC 
对 每 x 之 1 成 立 .证 明 : 如 果 对 某 吉 >0， 
MOY 一 五 EXD IE < oo 
对 一 切 上 裤 皇 成立 , 则 当 荆 [一 名] 时 ， 
(7 一 :ec 多。 六 1 
是 一 个 黄 并 且 EU 一 1. 
15， 设 { 扣 ,2 衬 1} 独 这 同 分 布 , 其 共同 由 直 为 下 . 令 { 人 之 1 
为 例 2 中 的 停 时 序列 并 记 
wr 一 Supfzr EE RFCT) < 1}. 
证 明 下 列 命题 等 价 ， 
《1) 对 每 21 ,ro0 a.5,3 
《2》 存 在读 1 俩 过 00 a.8.3} 
(3) er 一 co 或 wr<oo 和 但 玉 在 wr 连续 . 
16. 设 (5,n 实 1} 独 了 并 同 标准 指数 分 布 , 令 {t,x 室 1} 为 例 2 中 
的 停 时 序列 , 记 


矶 。 一 2 nl1. 
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和 证明: (和 ,之 1) 与 {94,8 之 1} 有 相同 之 分 布 . 
17， 设 {yn 计 1} 是 mw 相依 序列 ,对 每 n 守 1,ElSs | 之 coo, 义工 
是 {oC(&1, ,8,7 ,1 污 1}) 的 可 积 停 时 , 证明 
五 S = (Er mEé,, 


其 中 S, = yo 
i=1 
18， 设 全,,n 宇 1} 是 非 负 的 非 退 化 的 独立 同 分 布 x.Y. 列 , 记 
So = 0 SS, = D8, 五 衬 1. 
对 每 1 尘 0, 令 
NO 一 Sub 人 13。 < 全 . 
称 {(s0)} 为 更 新 过 程 .证 明 


(1) 对 每 上 衬 0, 区 GD)<oci 
(2) limN (A/t =1/Eé as, ; 


(3) lmENC) /t=1/Eé. 
19， 把 定理 2. 2. 20 推广 到 r<co a. s. 的 情形 . 


第 三 节 收 和 化 定理 


3.1 下 蒜 基 本 收效 定理 


就 的 收 钱 定理 是 扫 论 中 极为 重要 的 内 容 , 而 Doob 关于 下 圾 
的 收 伍 定理 则 是 关于 收 敏 定理 一 切 讨论 的 出 发 点 . 
定 忱 二 3.1 设 菩 ay 生 囊 - 3 址 和 避 ,a< 念 
r 一 人 人 Tt 人 ， 
二 1， ， 其 他 ; 
又 对 站 之 1, 扫 纳 地 今 
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人 ii， 天 他 ， 
Tar 一 


nn 十 1， 其 他 ; 
min{i: re Cin Ta}, {Ta a 天 TS， 
芯 == 
十 1， 其 他 . 





称 { 天 六 1 为 1zo .,z,) 对 区 间 (4,5) 的 穿 时 序 NN,U (a,6) = 
max 全 ;ran 为 {x1，…';T,) 上 穿 区 间 (a, 介 的 次 数 . 

| 理 2.3. 1 设 定 光 2.3.1 中 的 EE[ 一 00,00) yi 二 1 
对 1 二 2,-… ns 令 


1. 对 某 让 福 Dra 之 T 
【2. 3. 1) Wi 一 


0， 其 他 ， 
则 
(2. 3. 2) s = Dur — wiz 1) 
i 
总 有 意义 而 县 
《2.3. 3) s(x Oa Ho Ua ,pb), 


证 明 ”对 某 i 一 2,…… ny 如 如一) 风 x 一 sizi-1 一 0. 对 某 i== 
2, sn ;如 二 1, 则 可 区 分 为 两 种 畏 沉 : (1 对 某 开演 1，ra<i 
ra 这 时 必 有 一 过 01 so 从 而 wc 一 古本 一 
Xi_1) 是 一 实数 ;C2)》 对 菜 衣 福 1 ,Tgp 芝 1 二 Tap41 :这 时 一 2 入 2 并 
T0060 从 而 一 00 夺 Ww 一 1 二 (Zz 一 14) 之 00. 因此 (2. 3.2) 
之 右 问 总 有 意义 且 可 表 


(2.3.4) 一 Puli— zi_1) = 2 《ri 一 二， 
i 二 名 in =1} 
简 记 Uta, 丰 一 U0. 如 ro 和 nm 由 (2. 3. 4 得 
Li Tart+] 
5 一 2 > (一 一 > ,一 Xe) 
=1i=rygt+l 
Wc) 一 一 (6 — aU. 
二 一 1 
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如 T0401 一 n 十 1, 由 (2, 3,4) 得 


Ti Toil 


5 一 2 +t > i rt) 


is 十 1 ro 十 1 
二 (Xe Te) + Te Te 
Ue 下 +rb 
= (x a) — (ba)U 

rs 一 2 一 (一 GE 
因此 ,C2. 3.3) 成 立 ,证 完 . 

引 理 2.3.2 设 {S 多 ,省 一 1, 8} 是 适 可 测 函数 列 , 以 {zt， 
R 产 1] 和 Eee, 人 分 别 记 {15:… ,3 对 区 闻 (a ,的 穿 时 序列 和 上 
穿 次 数 , 则 对 每 & 渡 1,r 是 停 时 ;U (a,5) 闫 于.F, 可 测 . 

证 明 对 i=1,…,n 有 

ti 一 了) 
[5 是 停 时 . 如 对 某 丰 六 1， Tap— ;是 停 时 ， 则 对 每 ;一 1 "1 有 


{rak 一 5-U- 1 一 Jr 一 了 


= U {ra 1 = jb sd bb) EF,, 
3 一 1 


一 1 
{rr 一 2} = Lj {Ta 一 大 ratl 一 人 


了 一 1 


1 一 1 
=[ | {r=j,5 > a 和 1 2 不 a EW,， 


jl 


故 zsgfarl 都 是 停 时 . 于 是 由 归纳 法 知 对 每 R21] ,Ts 是 停 时 ， 此 外 ， 
{Utasby = k} 一 站 {ra RT > An) 


对 一 切 2>0( 约 定 mm 一 1) 成 立 , 故 Be 的 关于 ,可 测 , 证 完 . 
下 面 的 定理 给 出 的 不 等 式 称 为 下 蒜 的 上 穿 不 等 式 . 它 是 证 明 
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下 堪 基 本 收敛 定理 的 重要 工具 . 

定理 2.3.3 设 {1Si,, 多 ,一 1 是 下 载 ,a< 瑟 是 给 定 实 
数 , 以 ECa 信 记 {S 3 上 穿 (e 玉 的 次 数 , 则 
(2. 3.5》 EU(Cab) & EtS, — a)'! /Cp — a). 

证 明 无 妨 设 请 (S, 一 a)1+<ico. 由 系 2.1.6 和 命题 2,1.2 知 ， 
对 每 i 一 1,*…,n 均 有 
(2.3.6) ES+ & ES+ ECS,— a)t+ lal < eco- 
记 (ms 这 1} 为 人 51.5.} 对 Ca,6) 的 穿 时 序列 并 定义 {usi 一 2， 
on 如 (C2. 3.1). 由 引 理 2. 3. 2 易 见 对 每 :一 2，… :mw， 


(2. 3.7) {w= 1 = {rs in EE Fi 
=1 . 
下 52. 3, 站 知 对 每 1 二 1] yn, 一 0 守 人 芝 00 as . 故 
5 -一 >) C5 一 wii 1 
ie=l 
aH. 5. 有 意义 . 又 由 Hr 的 定义 知 对 每 fn 
dN oo a5, {w= 1) 
从 而 (2, 3. 6) 给 出 
Elus;_ | 一 吾 | [Ti < 下 3 十 |a| < ce， 
故 由 (2. 3. 7> 和 下 对 的 性 质 得 
Ks DJ ES, 一 Wy) 


fe 


一 > Cha,s, 一 五 zz) 1》 
# 一 三 


= DV {ECECS, | 1)] 一 Ews;1) 之 0. 


im 
这 样 ,从 (2. 3. 3) 就 得 到 
E(S,.— at— (Bh — aRUta,b) > Es 0, 
即 (2. 3. 外 成 立 . 证 完 . 
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我 们 将 称 下 列 定理 为 卞 际 基本 收敛 定理 ， 

定理 2.3.4 如 果 下 载 {S,, 防 ,,n 之 1) 满 足 
《2. 3.8) SupES, < ee 
则 limss， a.8, 有 意义 ; 记 S$»—lims, a.s, ,出 

(1) ESt<on; 

C2) |56 | a.s., {9 —o0}; 

C3) 如 对 每 nl1 ,9, 捷 二; 四 SEL. 

证 明 以 丁 记 R 中 有 理 数 集 , 对 每 zi,rs ET 过 ry; 以 
Ur ;2) 记 {9 ,上 穿 (r 的 次 数 . 由 于 Ur ,ra 对 好 排 
降 , 故 由 52. 3.5) 和 和 (2. 3. 8) 知 

FE limU, (Cr, 9 一 limEU, (Cr) 17'2) 
limint ECS, CO— ri)t /re 一 六 


no 


mm 
< Climinf ES 十 (ri | Yrs 一 7 
< GupES + nD/rs m7) < oo, 


有 从 而 
PllimU, frr 一 co 一 0 


对 每 地] 4 成 立 . 因此 我 们 有 
Plliminf $, < limsup S$,: 


mm 一 oo Rn 


一 Pl! 出 {liminf 人。 nr limsup 5, }) 
raeT mo 
rr 


Es > PI liminf S$, rr limsup 3, } 
rl ‘ra T 
"ry 


Es >») Pi LimU, {risrs) 一 co) 一介， 
后 ， ra 
Tr 


这 说 明 limS。 a.s. 有 意义 . 
1i2 


设 对 每 n 写 11,5, 号, 由 Fatou 引 理 :命题 2.1.2 以 及 (2. 3. 8) 
推 知 
ElS. < lirminf £1S,| = liminf (2ES, — ES,) 
liminf (2ES: 一 ES) SE 2 supESsr 一 ES < co， 

用 一 1 
可 见 定理 之 结论 (3) 成 立 . 把 结论 (37 用 于 下 载 {18y ,. 芒 ,,n 汪 1} 并 
福 意 57St as.， 双 得 ES+<oo. 这 又 证 得 结论 (1). 于 是 只 要 再 
证 结论 (2). 对 每 | ; 令 Ni :nn 之 1 * 则 {9S rn 
1] 还 是 下 载 列 并 且 对 每 n 宇 1， 

Els®|— ElS, T's 


= 2ES+Ts > » 一 下 Se > 
SE 2ESit Ts — ESs sn 
委 2supES。 十 二 < co， 
把 结论 (3) 用 于 下 圾 (1S9 ,Za 基 1) 并 注意 5 一 5S :一 
Su7rs>-a's. ， 便 得 互 |5 吕 |<ce 从 而 
1-| < ce as.13, 全 一 此 } 
对 每 上 六 1 成 立 . 据 命题 2. 2.8 之 (4) ,就 证 出 了 (2). 证 完 . 


3. 2 一 致 可 积 扫 
对 于 一 个 适 可 测 函数 列 {S.，2。n3>1) 如 果 tmS.a.s, 存在 ， 





那么 记 5~ = 一 limS.,9- 是 关于 =al U .| 可 测 的 . 于 是 ， 


nz 二 1 


{5.1 no)( 即 在 原 序 列 {5S,,.F ,nn 宇 1} 上 再 加 上 一 个 最 
有 按 的 元 6 多 -7)) 仍 成 为 适 的 . 定理 2. 3. 5 表明, 在 (2.3.8) 的 
条 件 下 ,由 下 载 列 1{5。, 多 。,m 莹 1) 可 得 到 一 个 有 * 最 右边 ”元 的 适 可 
测 函 数列 {(S 多 1 私 nso) 现在 我 们 关心 的 是 ,在 什么 条 件 下 ， 
{9 和 1 放 n 守 0) 还 是 一 个 下 载 ? 
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定理 2.3.5 对 下 蒜 19., 多 .nm 空 1} 而 言 ,下 列 四 个 命题 等 


C1) 存在 可 测 函 数 5 使 S+E ZL 且 对 每 4 衬 1， 
ECS|F,) I, a.3..: 
C2) {S++ ,nn 这 1) 一 致 可 积 ; 
《3)》 {85+ ,2 主 1} 是 七 的 基本 列 ，; 
(4) lim'S, a. s, 有 意义 , 记 为 5S。, 此 SLEL 目 {5S,, 久 ,1 
所 oo0} 是 -个 下 款 ， 


证 明 我 们 采用 这 样 的 路 线 来 证 明 ; 
(D2 O34)= (1 ), 





兹 实现 如 下 . 
(1) 过 (2): 由 于 对 每 nn 六 1,ECS| 了 FF 这 S; a,s, , 故 
(2,3.9) EC(S! | 多 Et(S|F.) St a.s.. 
于 是 ,对 每 人 >0， 
PlS+ > EEStACES+ fi, ny1. 
这 说 明 当 4-*oo 时 ,了 (Sit 半 和 ) 一 0 对 w 实 1 一致 成 立 . 再 次 利用 
《2. 3, 9) 恒 得 
supES: Ttst > A supES™ Tisr>) —* 0 
当 rn 一 oo 时 成 立 . 可 见 133 ;nx 实 1) 一 致 可 积 ， 

C2) 时 (3) :如果 (C2) 成 立 , 由 定理 1.1.9 知 (2.3.8) 必 成 立 .如 
果 (3) 成 立 ,(2. 3. 8 也 必须 成 立 , 因此 ,在 这 两 种 情况 于 都 存在 $.。 
使 S45E 且 limS. 一 Sw a.s. (定理 2.3.4). 于 是 由 定理 1.1.10 即 
知 (27 和 (3) 等 价 . 

2),《3) 访 (4): 如 前 所 述 , 当 (2) 或 (3) 成 立时 ,存在 3 ,使 
limS, 一 S%a.s. 且 SLE 因此 只 需要 证 (5,, 久 ,1<n<oo0) 是 
一 个 下 载 . 

对 每 & 芒 1, 令 
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SH = 5, MT《 一天)。 1]， 
由 命题 2. 1.4 知 :5 中 ,97,,n 宇 1} 是 一 个 下 著 . 于 是 ,对 每 上 之 1, 每 
了 3 六 1 和 每 有 EF,， 有 
ES I, 2 ES I. 
上 起 中 令 mre 一 oc, 注意 对 每 区 宇 1, 一 4 和 5S 由 于 5# 而 且 {1S5 之] 
是 一 致 可 积 的 ,又 注意 
limS = SH 一 9 VY CC— kk) a.s., 


站 -mo 


由 定理 1. 1. 10 即 得 对 每 "之 1, 每 4E. 哆 ，， 
ESW1s = limESW I 2 杞 SOT 
这 表明 对 每 41, 每 m 六 1， 
(2. 3. 10) E(SH IH) SL as.. 
注意 St 一 S 中 不 S5 一 5 ,由 条 件 单调 收敛 定理 知 对 每 x 过 1， 
lim[ ECSE |.) — EC(SS Ll.F,)] 
= limECSt 一 S$ |,) 


= E(tSt 一 $1,) 
= E(t|F,) — E(tSo|F,) a.s., 





从 而 
limE CS | 有》 一 E(B) a,s,, 
破 在 (2. 3. 10) 中 令 一 00, 即 得 
ES | ) Sa.s.， 克 这 1， 

可 见 1S。 了 Fl1 扫 nn 筷 00) 是 一 个 下 款 . 

(4) 过 (1): 取 人 S=5% 脚 可 ,定理 证 完 . 

我 们 进而 讨论 , 当 一 个 蒜 列 413. 多。 之 1} 的 limSo a, s. 存在 
且 记 为 $- 时 ,在 什么 条 件 下 ,13 多 1 所 ?asce) 还 是 鞠 ? 
定理 2.3.6 对 于 一 个 蒜 {5,,. 访 ,rn 全 1}) 下列 四 种 说 法 等 





价 : 
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(1) 在 在 一 个 r.v. SE 使 对 每 n 宇 1， 
ElSTB,) = MS, da.8,}. 

(2) 3。 六 1 一致 可 积 ; 

(3》 1S,.n 访 1) 是 瑟 中 的 基本 列 ; 

(4) im 一 5 和 7 as 而且 人 3 多 1Sm 生 co} 形 成 一 个 
款 ， 

证 明 当 {S 罗 ,2 尝 直 是 鞭 时 ,十 3 有 az1} 都 是 下 款 ， 
又 注意 导 1) 意味 着 存在 可 测 函 数 $ ,满足 ( 土 S)+ 一 S+ EL, 使 对 每 
关节 工本 ( 士 | 多) 一 士 Sva.s,. 故 由 定理 2.3.5 知 1) 蓝 合 137 ,n 
宇 1} 一 致 可 积 . 可 见 (1) 二 (2). 与 定理 2.3.5 同 样 的 方法 可 证 (2》 
(3). 由 干 (2) 意 味 着 {( 土 5S.)7 ,n 室 1) 一 致 可 积 ; 故 由 定理 2. 3.5 
义 知 当 w-roo 时 ,Sa.s. 收 敏 到 某 5 ,这 个 3 满足 S 吉 一 ( 士 S。) + 
和 即 汪 7 且 使 !{ 士 3 罗 1 委 2 委 co 成 为 下 苇 即 13。. 守 
< 去 co} 成 为 灶 . 这 又 证 明了 C2) 一 4). 最 后 , (4) 二 (1) 是 显然 的 ， 
于 是 我 们 有 





(C1) 2 4 1. 
定理 证 完 . . 

在 本 章 1.3 小 节 的 例 G) 中 令 工 = {1,2,…}) ,我 们 得 到 了 一 个 
由 一 个 可 济 铬 雪 5S 和 一 个 非 降 = 域 列 { 多,,n 宇 1} 产 生 的 靳 列 , 定 
理 2. 3.5 的 诬 刻 意义 在 于 说 明和 任 一 一 致 可 积 堵 列 均 具有 1. 8 中 例 
(1 的 那 种 形式 . 文献 中 常 把 这 种 形式 的 蒜 称 为 有 右 闭 元 的 蒜 . 下 
面 我 们 证 明 ,一 致 可 积 下 载 列 总 可 以 表 为 一 个 右 闭 的 贰 加 上 一 个 
位 势 . 

系 2337 对 于 下 载 15,, 祈 ,,n 谤 1} 而 言 ,下 列 四 个 说 法 等 
价 ; 

(1) {Sn 实 1} 一 致 可 积 ; 

(2) {Sn 这 1} 是 工 基本 列 ; 

(3) 当 mn 一 cc 时 3S,a.s. 收 敏 到 某 5S EL 使得 {S, ,7,,1 才 nr 
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六 oo) 是 LL 二 秽 且 
limESs, =— ES,., 


全 -ec 


(4》 存在 一 个 ME 天 和 个 他 部 (ts 1 使 对 每 n 实 
1; 有 i 
SS = ECM| YO— Wr, A.S,, 
证 明 采用 下 到 路线 证 之 : 
{o> 4 1). 
(1) 名 C2); 在 (1) 和 (2) 之 下 均 有 supE15.| <ee ,因而 由 定理 


2. 3.5 知 这 两 种 情况 下 当 nc 时 ,5 均 a.s, 收 敏 到 某 5 € 并 1， 

再 引用 定理 1. 1. 10 即 知 人 1 和 52? 等 价 . 
(7,(2) 过 (3): 如 (4) 成立, 由 定理 2.3.5 知 当 n 一 co 时 5, a. 

s. 收 敏 到 某 5 EE, 使 (5, ,多 ,1 人 n 寺 50} 成 为 下 载 , 由 (2) 叉 知 


8. 一 >5。, 从 而 更 有 ES,>ES。. 放 (3) 成 立 . 

(3) 之 (4); 肥 MM=S.. 对 每 x 实 1, 令 元 一 ECM,) 一 S. 当 
(3) 成 立时 ,我 们 有 , 

xs = E(MIF.)— S.C= FE(S,|F.)— ,0 as, 3 

Ex, = EM — ES, = ES,, EES. — 0 

Enl Fy) = ECMI FY) — ECS TF,) Sr, as 
这 说 明 {m ,多 ,yn 六 1} 是 一 个 位 执 , 破 C4) 成 立 , 

C4) 过 (0D: {EC(M|.F,),n 关 1) 显然 一 致 可 积 ,又 {zn 这 1) 一 
致 可 积 (习题 1. 1 之, 政 {3, 一 ECM| 多 ,一 zn 证 1) 一 致 可 积 . 
证 完 ， 


3. 3 和 停 时 定理 的 推广 


以 往 讨论 款 或 下 塔 {S.,2 ,nz1} 的 停 时 定理 时 ,一 个 必要 的 
假定 是 修 时 必须 是 a. s. 有 限 的 , 否则 ,诸如 8. 这 样 的 符号 将 可 能 
在 一 个 正 测 集 上 无 意义 . 对 于 一 致 可 积 的 鞭 或 下 粗 , 总 存在 一 个 
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-人 恒 1 多 .1 委 2 安 oo) 仍 是 鞭 或 下 载 .这样 ,5. 在 {r=co} 上 的 
定义 就 不 会 有 困难 了 ,我 们 自然 期 望 这 时 停 时 定理 中 的 * 停 时 有 
限 ?* 条 件 可 以 去 掉 . 这 一 小 节 就 讨论 上 述 问 题 . 

定理 2.3.8 设 {9,,F,,n 癸 1} 是 一 致 可 积 招 , 记 S- 一 lim3,， 
则 对 {区 ,nn 宇 1) 的 任意 二 停 时 rt,o, 总 有 {2.2.8)， 

证 明 据 定 理 2.3.6; 此 时 {15,1 入 nn 扎 oc0} 是 一 个 工 蒜 ， 
因而 对 每 AE. 宅 ., 有 


ES,T ssrna = DI ES, Tyana 十 ES Ts ona 


一 


一 BEST nana 十 ES ,) Na 
' n=1 


= ES Tnnas 


ta] 


ES er)na 一 >) 五 STios-ana 十 ES Tis oN 


一 >》 7 有 Sana 十 ES Tse coona 


FT n=1 


一 ES sriNna, 
因此 ,注意 {5 池 tr} € 多 ,, 便 得 
ECS .9 .ss = ECS, Tissn 多) = Ss a.s. 

即 (2.2, 8) 成 立 .证 完 . 

定理 2. 3.9 设 i5,, 久 ,,n 守 1} 是 一 致 可 积 下 载 , 记 5 一 
limS, a. s. , 则 对 {sn 之 1} 的 任意 二 停 时 o 和 ,总 有 (2. 2.7). 

证 明 这 时 系 2.3.7 之 (4) 成 立 , 由 于 {Kz ,n 沪 1} 一 数 可 积 , 对 
下 款 { 一 zw.,. 字 ,nn 之 1} 再 用 系 2. 3.7 又 可 见 , 此 时 若 记 rw 一 0, 则 
e109] 仍 是 一 个 上 著 . 因而 对 每 4E .多 .有 


Exsl (re) = FD 一 TmEr,T senna 


一 limEx,, Ff < liminf Eya rl rasantyN A 
Tm be 
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< lirnint Er ronsNa 一 ErlesrNas 
ko 四 

这 里 ,第 二 个 不 等 号 是 对 下 拷 { 一 zw, 信 。,n 斌 1} 和 有 界 停 时 so 
用 系 2. 2, 10 而 得 到 的 . 上 式 宕 明 
-2.3.11) Em |) A a {fo ET}, 
及 对 系 2. 3.7;( 引 中 之 MEDs 记 MM,= 二 ECM| 信 ,nn 主 1 则 {Ml,， 
多 nm 六 1} 是 一 致 可 积 钢 . 因此 由 定理 2. 3. 8 知 : 记 M.=limM,， 
则 . 
(2. 3, 12) ECM,|.F.) = M, a.s. {or} 
成 立 .注意 由 系 2. 3.7, 人 4) 之 分 解 式 和 5. 二 0 推 知 

Ss, = limS, = Limaf 一 lnr = M,— rx, Co M, a.s., 
把 C2. 3. 12) 减 去 (2, 3. 11) ,就 得 (2. 2.7). 证 完 . 

3.4 反 积 


区 4T ,上 ?发 基 指 时 间 顺 序 上 “ 反 “过 来 的 (下 ,上 ) 欢 设 了 
R. 

定义 2.3.2 设 {. 多 ,,tET} 是 概率 空间 (Q, 久 ,PY 上 的 非 增 
子 5 域 族 , 即 对 每 ,tT,h<ts 均 有 多 ,CF .二 元 族 15,, 久 
tE 卫 } 称 为 一 个 反 ( 下 ,上 }) 鞍 ,如 果 对 每 :ET,S; 关于 多 ,可 测 ， 对 
每 Est ET. 1 ts ED, | 多 .有 意义 而 且 干 式 臣 立 : 
(2. 3. 13) ES | ) (2 = SH, as,， 

关于 反 下 载 , 我 们 有 下 列 基本 收敛 定理 

定理 2.3.10 设 13,, 多。 芝 1} 是 反 蒜 .如 果 
《2. 3. 14) ESr < cc， 
则 limS. a. s. 有 意义 ;此 时 记 S- 一 lim5, 则 五 St<co, 又 下 列 说 法 
等 价 : 

(1) 195, 六 1} 一 致 可 积 ; 

《2) {5.,n 这 1} 是 荆 基本 列 ; 
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(3) limSo as- 存在 :使 15,, 史 ,1<snsoc) 成 为 工 | 中 的 友 下 


靳 ,其 中 5. Jims, as yz -Mz 


(4) ES <oo liminf ES,>> 一 cc， | 

证 明 对 每 4 闫 1]; 以 Da,2 记 13.3。 3 ) 上 穿 区 间 
Ca,5) 的 次 数 . 由 于 (8, 多 5.1 多。 419i, 多 1 是 一 个 下 款 ， 
故 对 它 可 用 上 穿 不 等 式 (2, 3. 5) 而 由 (2. 3. 14) 得 

EU, la EC at /bo— a) 
ESt + lal)/(p— a oo nl1. 
因此 ,ElimU.(a,) 一 limEU.(a, 丰 <<00, 并 进而 得 
limU,(a,b) < ce a.s,. 

与 定理 2. 3,4 的 证 明 同 理 , 由 上 式 可 推 知 limS. a. s. 有 意义 . 不 难 
见 ,{5. 入 ,wn 之 1) 是 反 下 鞍 当 和 且 仅 当 对 每 x 守 1， 
(2. 3. 15) ES Fr) S41 a.8.. 
由 此 可 见 ， 

El(ST I Et CS, | ) > 4 a.5.，。 多 站 1 
土 式 两 端 取 期 望 父 有 、 
(2. 3. 16) ES+ 站 ESti， nn 1. 
于 基 由 Fatou 引 理 知 

ESt — Elims: < liminf ESy <& ESt < %. 

这 又 证 明了 SS EI. 

下 面 证 明 (1) 一 (4) 的 等 价 性 . (1) 这 (2) 的 证 明 类 似 于 系 
2. 3. 7. 往 证 (2) 二 C3) 一 (4) 二 (1). 

(2) 地 (3); 由 (2.3.15) 知 对 每 4E ,C.F ,CF,(n 宇 1， 
pp 衬 1) 均 有 





ES,Ia 2> ES pla. . 
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上 式 令 p 一 00, 立 得 记 S,14 人 ESTa. 这 表明 
EQS | ) 这 a-.8.， N21 
故 (3) 成 立 . 
(3) 一 (4) ; 易 . 
(4) 二 (01) ;在 C2. 3.15) 两 端 取 ,得 ES, 宇 ES.t1sn 守 1, 可见 
《4) 萤 含 
limES, = liminf ES, >— ec， 


no 


此 式 加 上 (2. 3.16) 又 得 
E|S,| = 2ES+ — ES, SS 2ESt ~— limES, < 一 co, Hl, 
亦 即 
《2. 3. 172 supElS,| < oo. 
这 说 明 limES, 是 一 有 限 实数 . 对 任 给 e>0, 取 定 no 之 1 使 当 有 >。 


时 ES 一 已 8.<<e, 则 由 反 下 款 性 质 知 
— ES.l's < 让 二 一 ES. 十 ES is >- 


SE ES, + ES Tse») 
= ES, — ES, 一 ES d's < 
< Em ES, Ts < 


对 每 A>0 和 每 am 成 立 , 于 是 
(2.3.18) supE | 人， 上 sa 





< supES,liis > sup| 一 ESls,<—n | 
rm 区 ] al 





rs 
A supES ls.>n 十 sup [一 五 Sis .<j 


1 ny 
十 suP[L 一 ES,T,s 一 本 | 
supElSiTs ii + sup ElS, Tis 
nm] 1 
十 E 十 supElS,, [is 
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对 每 4>0 成 立 , 有 限 个 可 积 函 数 是 一 致 可 积 的 , 故 
lim sup ElS,|Ts 1 = 0. 
en mn 
同时 ,《2. 3. 17) 草 合 当 Xoo 时 
supP( 上, | > 从 扫 supE ls, |/A—0 
故 由 可 积 函 数 不 定 积分 的 绝对 连续 性 又 推 知 
HmEls, [is = O03 
lmElsS,, | ls 二 0. 
于 是 在 (2. 3.18) 中 邻 i>oo, 便 得 
limsup sup ElS, Ts I> SE 

上 式 再 令 o>0, 即 知 (43) 成 立 . 证 完 ， 1 

如 果 {3S。, 多 .nm 关 1 是 反 上 蒜 , 即 么 { 一 8 多 ,六 上 形成 反 
下 元 .因此 ,定理 2. 3. 10 也 可 用 于 解决 反 上 鞭 的 收敛 问题 . 注意 到 
{S 多 之 1 是 反 蒜 当 且 仅 当 { 士 3 多 nz321} 都 是 反 下 款 , 作 
为 定理 2. 3- 10 的 一 个 推论 ,还 可 以 得 到 

定理 2 3. 11 对 于 反 靳 {5S., 多 ,,n 这 1) ,下列 四 个 说 法 等 价 ， 

(17 1S。 天 之 1] 一 至 可 积 ; 

(2) {15,.,n 守 1} 是 工 基本 列 ; 

《3》 当 n-*oo 时 Sa.s. 收 敏 到 某 S-E ,使 1S。 GT1<n< 
co} 成 为 二 反 驶 ; 

(4) ElS,|<oo. 

证 明 请 读者 完成 . 


3.5 Doob 关于 厅 忻 期 望 的 收 化 定理 


作为 定理 2. 3.6 和 定理 2. 3. 11 的 推论 ,我 们 可 得 到 了 商 个 关于 
条 件 期 望 的 非常 有 用 的 收敛 定理 . 
定理 2.3.12 设 {多 ,,n 庆 1} 是 概率 空间 Cn,. ,Py 的 非 降 子 
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5 域 , 罗 -一 中 (多.). 则 对 每 SEL， 
再 (8| .多 -> ECS | .) 
在 a,s. 意义 和 工 意义 下 均 成 立 . 
证 明 由 于 {E(S | 多 ,多 ,之 1 是 一 致 可 积 蒜 , 故 由 定理 
2. 3.6 知 , 存 在 SE€ELi, 使 {E(S| 匀 让 人 Fn 这 1;Sw ym} 成 为 著 
而 且 当 nn 一 oo 时 
(C2, 3. 19) ErS1.F,.) — S.. 


在 a.s. 和 工 意义 下 成 立 .此 外 ,对 每 4 E Uz. ,存在 一 个 * 谤 1 


使 A4E€ 多,， 从 而 由 条 件 期 望 的 定义 和 鞭 的 性 质 推 知 
ESIa = ELE(S | 1a] 一 ES a, 
由 于 一 切 使 
(2. 3. 20) ESI, = ES.I, 
成 立 之 4 组 成 一 个 单调 系 , 故 由 定理 1.1. 14 知 ,(2, 3. 20) 对 一 切 
44E 多。 胞 立 . 这 表明 
So 一 再 (| 有 a.8.. 

以 此 代入 (2. 3. 19) 即 得 定理 结论 .证 完 . 

定理 2.3.13 设 {多 ,,n 池 1} 是 概率 空间 (0,.F ,Py 上 的 非 增 





5 域 , 记 多 -一 | 1 多. 则 对 每 SE 志 ， 
ECS IZ.,) » ECS TR.) 

在 a.s. 意 义 和 工 , 意 头 下 均 成 立 . 

证 明 由 于 {ECS 1 六 站 .名 ,yn 守 1} 是 一 致 可 积 反 靳 , 蕨 由 定 
理 2. 3.11 知 存 在 SELL, 使 当 mco 时 

EC(S|F,) 一 3。 
在 a.s. 意义 和 五 意义 下 均 成 立 . 但 由 反 黄 性 质 知 对 每 4E 多 - 忆 
多 021)， 
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Esla = ELECS I Ya = ESTa. 
故 5 一 ECS | as, ,证 完 . 


习 题 2.3 


1. 证 明 :, 如 蒜 114,, 多 21)} 满 足 
supE |M.| < oo, 
则 limA4 存在 ; 记 M. 一 lmM,, 则 MED. 
2. 举例 说 明 存 在 工 扶 {M,,.F,,n 实 1}) 使 


lmM, 一 一 co a.3.. 
提示 : 考 虚 独立 Tv 出 全,n 这 1}， 
Pt =0)=1; 


Plt = nD) = dP =— wiitni 1) =1l1 ln 1. 
令 MM 一 各， 
3. 设 蔷 差 列 {下 ,xn 宇 1} 满足 下 列 条 件 之 一 : 


(1) DIELS < oo01 EpE2 


是 一 】 


C2) SECE lie 十 i 2 Is < co。 


2 1 


证 明 3。 一 Ye, 当 n 一 oo 时 a,s, 收 全 . 


让 二 


4， 举 例 说 明 存 在 工 著 1M., 当 .,n 主 1} ,满足 
supE lM, | < cc， 


国 而 MsimM.e 二 ,但 (WM.22,11<n<esj 并 不 是 一 个 通 
扣 东 : 令 习 二 (0,1j], 久 二 (0,1] 作 过 ,了 卫 是 (0,1] 上 的 Lebesgue 测度 .在 
概率 空间 C0,. 名 ,PY 上 令 
Ms, nm: 1: 
Ho oO hn) Cen 1] #1. 
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5 证明 习 题 2. 1 之 题 7 所 定义 之 著 lim Ma. s. 存在 并 且 
JW := limM, € 工 ， 
证 明 对 于 该 题 中 的 (Sn2>1) ,下 式 
ETTe 坟 [TEs. 


nel 


总 是 成 立 的 ,但 确实 有 满足 该 妆 题 条 件 的 {6 ;1}) 使 zlle. = 
ITee. 


6， 考 察 习题 2. 1 之 题 8 的 鞭 {1ad. ,多 ,nm321). 证 明 
《1) 把 上 对 了 的 Lebesgue 分 解 记 为 


pCA) = | saP +aANMNM, AE 多 
其 中 SELQWPFPINEF 且 POD=0, 则 
MS A, . 


《2) 疡 对 卫 绝对 连续 当 且 仅 当 {Ms 多 ,sn 之 1} 是 (nn, ,P) 
上 的 一 致 可 积 糙 ,这 时 


7. 利用 定理 2. 3.12 证 明 如 下 的 Kolmogorov 强大 数 律 ; 如 
(8d ,15 |<eo, 则 对 5 一 ye， 


21 
S/n Eé, a.8,. | 
提示 : 忆 ( 1Sisk 沪 1) 一 忆 (6118.) 二 SW/ as ,又 注意 limSw/n 关于 


olSisk 党) 可 测 . 


8， 设 {Fwn 闫 1} 是 概率 空间 C0, 名 ,Pp) 的 非 降 子 。 城 列 江 
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¥, 列 {15.sn 之 1) 满 足 
Esup|lS.| < cei 一 全 ,SS.， 
试 证 明 
El(S.| FB.,) + EC(S | a.8s, oN —r 00s 
ECS,|F.) -人 2 ECO|FL), no 
ElS,|F.) —> ECSE PLY) as ,Mmn rr oo, 
9， 设 {多 ,zn 宇 1}) 是 概率 空间 (如,.F,P) 上 的 非 隆 o 域 列 ,7 
是 关于 多 一 of U .多 ) 可 测 的 r,v. 证明, 对 每 ze>1, 存 在 .多 .可 
测 的 r.v. 7 ,使 
a 
10. 证 明定 理 2. 3. 11， 
11. 设 如 习题 2.1 题 9, 证 明 : 
fi as.# 


/>. 
12， 一 个 cv 序列 全 aa 莹 1) 称 为 是 可 换 的 ,如 果 对 每 * 之 1， 
对 人 (12 的 每 一 个 重 排 人 与 (人 ,各 有 
相同 之 分 布 . 一 个 玉 上 的 Borel 可 测 函 数 了 上 称 为 是 对 称 的 ,如 果 
对 1, 有 的 每 一 个 排列 (2 ,… ,i) ,有 
za 一 
给 定之 1 ,给 定 一 个 展 中 的 对 称 炒 数 了 和 一 个 可 换 .vy. 序列 , 称 
CS ,oh ) 


1 
fn 


时 


U, 一 





为 三 交 也 统计 量 , 令 
多 一 otU ,Ui ), nn 之。 
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证 明 ; 如 果 五 | FI|<co 则 
(1 (7 多 3 是 一 个 反 鞭 ; 
C2) U,—ELAE, Ci ,Bs) | 家 所 .号 。 ;其 中 


CE 


(3) UO, ELF ,EN .]. 
13， 谨 1 六 1 是 工 (, 多 ,PP) 中 的 可 黎 Tv 列 .证 明 下 列 
强 太 数 律 和 平均 收敛 律 : 


LoS EG NF) a.s.s 


z= 二 


1 鼠 Li 
nS EF), 


其 中 多 一 门 F 


14， 证 明 独立 同 分 布 的 rw 列 是 可 换 的 并 利用 关于 可 换 +. 
v. 列 的 强大 数 律 证 明 题 7 所 述 之 Kolmogorov 强大 数 律 . 


第 四 节 ” 热 的 不 等 式 


4. 1 Doob 不 等 式 


熟 论 的 应 用 与 若干 重要 的 和 不等式 相 联系 .正如 加 可 以 看 作 是 
独立 r.v. 序列 部 分 和 的 推广 一 样 (本 章 1. 3 例 (4)), 关 于 鞠 的 不 
等 式 也 往往 是 独立 和 相应 不 等 式 的 推广 . 我 们 将 先 证 明 靳 的 有 关 
不 等 式 ,然后 再 给 出 其 独立 和 的 原型 . 首先 介绍 南 的 Poob 不 等 
式 ， 

定理 2. 4. 1 对 非 负 下 于 {157 了 1,1 夺 上 各 nn} 下列 木 等 式 成 


一 
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(2. 4.1) eP(maxs: 2 8) < ST mar Stn} Se ED, E> 0; 
1 起 】 扫 玫 -和 


如 果 maxsxkE 工 ， 刚 
lk 
(2. 4. 2) [| maxs | 。 
(ds, p>1， 
e[l+ ES,(ogS.)! |/te 一 1)， FF=1， 


其 中 "1, 记 工 , 模 ,log 表 以 < 为 底 的 对 数 . 
证 明 对 Nn: 令 
— {S; El < 女 I< ;9 让 E}, 


则 诸 4， 不 和 ,上 且 
= Ua -~ {maxs, > 6 
因此 利用 下 鞠 性 质 得 


BES, > ESla = 2 ES 一 2 ELECS, | Ta,] 


| Ei 
> WES eV PA) = eP(A). 
这 证 明了 (2.4. 1)， 和 
设 户 六 1, 记 5=maxsi. 由 Fubini 定理 ,(2. 4,1) 式 和 Hatder 
不 等 式 得 
ES*= pE 上 ed 一 pE| uilisyadu 


二 =zp| wt:P(S 六 -wdu<<p| wt CES, Ts du 


= pES,| wussdu 一 pESwS*-1/(p — 1) 
0 


pCESIICESY) Ww/ (Pp — 1). 
当 ES? 一 0 时 , 《2.4.2) 姑 然 成 立 ; 当 ES*>>0 时 ,上 式 两 端 同 除 以 
CES?)!1 2 即 得 上 ,4.2 的 p 计 1 部 分 ， 
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” 设 记 =1. 不 难 见 对 任 a 写 0,5>>0 有 
dtlogb}) < alloga)t + Bre, 
于 是 当 $0 时 由 Fubini 定理 , (2,4,1) 及 土 式 得 


ES 1 EC 1)+= [Pcs 1 du 
0 


< | ES/ tle 


一 ES. (logS) < ES,(logS.) t+ ES/e, 
从 而 (2.4,. 2) 对 六 一 1 的 部 分 成 立 . 丸 当 ES5=0 时 , (2. 4.2) 对 p= 
1 的 部 分 显然 成 立 . 定理 证 完 . 
不 等 式 (2. 4. 1) 以 下 述 关 于 独立 和 的 Kolmogorov 不 等 式 为 
其 特例 ,确切 地 说 , 它 是 Kolmogorov 不 等 式 的 推广 ， 
系 2.4.2 设 与 ,二 是 独立 frv.， 对 每 天 一 1，… 2, 匹 6 一 0， 


FE 一 中 ,又 记 S 一 6 , 则 对 任 62>0， 
上 


(2.4.3) Plmax|S,| 之 6 委 Dl/e. 
hn Fy 


证 明 对 每 站 一 1 令 玉 一 oC ). 则 (Se 多 4 天 一 
1,…,) 是 挝 (本 章 1.3 例 (4)), 从 而 和 52,1,k 二 1,…,n}) 是 下 吉 . 
《 系 2.1.6). 对 此 非 负 下 蒜 用 (2. 4.1) 即 得 (2.4. 3). 证 完 ， | 

顺便 说 一 下 ,在 (2. 4. 3) 中 令 = 一 1 ,就 得 到 熟知 的 Chebyshey 
不 等 式 . 因此 Kolmogorov 不 等 式 自身 亦 可 看 作 Chebyshev 不 等 
式 的 推广 . 


4.2 吾 urkhokiler 不 等 式 


关于 独立 r.v. 的 部 分 和 与 平方 和 的 之 1 阶 矩 之 间 有 -一 个 重 
要 的 不 等 式 一 一 Marcinkiewicz-Zygmund 不 等 式 ( 简 称 为 M-Z 不 
等 式 ), 当 p>]1 时 ,M-Z 不 等 式 对 烽 的 推广 就 是 Burkholder 不 等 
式 . 
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引 理 2.4.3 设 {S,,: 沁 ,,n 之 1) 是 非 负 下 劲 ,t+ 是 (1 多 。m 之 1 


的 停 时 . 则 

《2. 4,4) ES A supEs,; 
如 果 

(2.4.5) supEs, < ce ， 

则 当 n=*oo 秆 Sn 入 , 号 ， 收 仇 到 某 总 EL ; 恒 
(C2.4,6) ES., < supES,. + 


证 明 对 下 蒜 {5, ,Fn 主 1} 和 停 时 o 一 » 用 系 2.2.10, 我 们 
得 
BS, Tc | FR STs a.5.. 
上 式 两 端 取 玉 , 又 有 
ES,lTiren 六 五 Sa nl, 
由 引 可 见 
(347 ESdicoi 一 巨 lmBSren 


< minft FES, ,eo sup ES,, 
tL : 


ET 


邑 (2. 4. 4). 如 C2.4.5) 满 足 , 由 定理 2. 3.4 知 对 某 8-E :lim 五 S。 


二 ,a. 58, ,因而 
ES (ew eo) 汪 ES Tr 二 到 limS, 7- 


< liminf ES,T._), 
上 式 与 (2. 44， 7) 一 起 , 推 得 


ES.= ES rn} 十 ES roo) 
< Himinf ES we 一 liminf ES rc} 


北口 


所 liminf ES, 二 < supEs., 


即 (2. 4.6). 证 完 . 
引 理 2.4.4 设 {8S, ,Fn 是 符合 条 件 (2. 4. 5) 的 非 负 下 
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r= infftn 守 1 ,C0) 
并 约定 inf 二 co, 则 


(2. 4. 8) E58 + ES < 2ES 1S. < 2C sup ES,.. 


=1 


这 里 以 及 今后 都 约定 ， 不 论 求 和 号 > 下 的 内 容 如 何 , 当 7< 时 
其 值 为 0. 





证 明 对 性 Ai ER Em 1 sn ; 记 .4j 二 了 aa 了 一 Ly on 我 
们 有 


可 一 | 

2 2 __ As 2 i 
> 十 
下 一 Li jn : 


1 
= 2A2 1 — 270A 


jl . 


= 2A:., + 2ad, 1 — 2 aA 
I=1 


= 24,.1A, — 2 3 Vad 
了 了 
由 此 可 见 ;对 每 开关 1， 
Thn-1 TA 


之 如 十 3 一 2 Sens — 2 DBS as.， 


上 趟 两 端 取 已 ,并 注意 (2. 2 12) 和 下 坝 差 性 质 北 合 


TA Th 


ED ES EX ES Pi) 
上 一 上 


+ 


= 2S EGF, 小 2 0， 


上 一 了 


便 得 到 
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rhAn—l 
(2.4.9) 此 了 名 十 So < ES Sr nl1, 


大 号】 


由 单调 收 愈 定 理 易 见 


rhn—l 


limE 2) 识 一 5 38. 
注意 SC 对 每 n 主 1 成 立 ， 由 有 界 收 伍 定 理 又 得 
lim ESran, ~ ES: |. 
再 注意 5:EL;, 因 而 
Sa idraa CSA EE CHTirsn + CHSTires EC CS ED, 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 又 得 
lim 严 Sinn 一 五 9 193-. 
因此 ,在 (2.4-9) 中 令 nw 一 5 即 得 (2. 4. 8) 之 第 一 个 不 等 式 . 由 的 
定义 和 引 理 2. 4.3 义 知 
ES iS. ECES. EC sup ES,. 
因此 (2.4. 8) 之 第 二 个 不 等 式 也 成 立 证 完 ， 
引 理 2.4.5 设 适 rv 列 (32 s 雪 ESSa} 是 非 负 下 蒜 , 对 
正二 1 中 9 令 各 二 S 一 与 1《 记 So 一 0, 干 间 ?. 则 


(2.4.10) PI Se > CmaxS, < C) < 2E5./C 
x=1 1 " 


对 每 C>0 成 立 . 
证 明 无妨 设 及 S, 达 co. 令 


Sa 是 Dr 了 
2 人 1， 
Bs 十 Dr 提 


则 个,, 究 , 必 闻 1])} 仍 是 非 负 下 吉日、 
sub ES, = max ES = ES, < oo., 
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记 各 一 条 一 六 玉 约 定 ,二 0, 下 同 ) ,rf 一 inf (R 沪 1;S4 记 C}， 
由 引 理 2. 4.4 得 
< 2 要 名 二 , 
P DH> Cmaxs, SC)— PD E> Csups, <O) 


点 一 1 


SP NY 0) 
此 一 1 


PT >) EY Fc 
2 sup ES/C =— 2ES,./C. 

证 完 . 

引 理 2. 起. 看 如 适 TV, 列 {Su, 交 -六 1 是 非 负 下 蒜 . 对 每 天 

一 了 :3 记 = S11, 刚 


(2.4.1) 站 > | ,op lS, H/o 


对 每 请 >1 成 立 . 
证 明 对 每 & 一 1,，…,za, 今 


[3 . 
Q = (He) 
-一 1 
又 对 任 给 定之 8,C>0, 记 
. [SS 全: 1 和 NC} 六 好， 
TT -一 
于 十 1， 其 但 ; 
全 ， 一 Si rn = ln 
由 于 对 每 二 1,…,n， 
由 
{ra} = [00> C= {> CE Fl,. 
t= 
故 f 是 {如 ,1 所 有 En} 的 停 时 . 又 由 于 
五 (SS | ,多 让) 一 ECS, iret, |. .1) ES; BD fh 
1 一 EA 有 .5， 
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对 每 k=2 ,sn 成 立 ; 枝 信守 1 是 下 蒜 ， 
对 每 下 一 1 yn 记 C = 不 难 见 , 当 rk 时 ; 斌 


一 和 再 记忆 一 ( 1) 站, 则 


8 下 二 全 


到 一 十 二 一 上 十 
因此 ,在 集合 
{TS MaxXO EO) = (00 > CC, maxd: SC) 
1 kn eke 


上 ,总 有 


PQ: 一 PE 二 CU 二) + P62. 
是 一 于 1 
于 是 , 记 如 = C008.) YY 《maxSe) * 恒 得 
,> CU + 2 2} 
1 Eg 
CO, > C,maxS; < CU {maxs > C} 
1 下 电 n 1]1 式 天 竹 和 
CI{G, > 忆 ， maxsS, SC li {maxs: >> CO), 
1 1 二 上 
由 此 ,并 利用 (2. 4. 1 和 (2.4. 1) ,我 们 又 有 
PE, > CO 十 2 )1) 
PO, >C,maxs; CC) TT PimaxS, > C) 
1 1 
IES /CC 十 ES wor sm0/C 
] 多 上 生 二 下 
DES, Tren 十 ES To >cDAC 
ES Tr sec/C. 
这 样 就 由 Hilder 不 等 式 推 知 
五 [ZKCL +20 
一 2 up. > (1 十 FY da 
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3p| :BESTuso?du 


—3pEs,| ur da 


—3pESt /po— 1) 
3p | ss, | ,lt "i SPD 
其 中 g=p/ tp 一 1). 对 上 式 略 作 整 理 ,成 为 
| 6, |, S30 十 287 | S| sip 1). 
再 取 其 中 的 8 二 p- 中 并 注意 (十 2/p) 寺 3, 最 后 便 得 
TQ,1 ,SE | | 
A 3p 2p DS, | /Ap Oo 1) 
< ps. | ,tp — 1), 
即 c2. 4.11), 证 完 ， 
下 面 ,我 们 叙述 并 证 明 Burkholder 不 等 式 . 
定理 2.4.7 设 无 适 rv, 列 (9 多 :一 1 是 贰 . 对 每 
下 一 1 2; 令 总 一 3 一 59， , 则 对 任 户 >1， 
(2. 4. 12) az ‘|e | ,| 5, 1, Et, | | ， 
成 立 , 其 中 
,= ( DE) 


全 
ay 一 18pszy(p — 1); 
Bb, = 18p3 /Pp — 1 
证 明 对 每 二 1 ,-…,n, 令 
SH = EC | Fi); SH = ET | 人 Fi), 
易 见 1SP, 史 1 当 ; 一 1,2 时 都 是 非 负 蒜 . 对 每 i 一 1,2 和 


每 # 二 1,… ns 记 加 二 5 信 一 8S 名 ;再 记 Q"” 一 [Py ]“”. 便 


有 
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起 . 二 @D 十 马 定 . 
上 式 两 端 取 工 , 模 , 再 利用 Minkowski 不 等 式 及 (2.4. 11} 式 便 得 
到 
fe Ta 
< gp SD s+ HS /pm 1) 
= 9p Sti, + | Sr /Cp m1) 
8p | Sl/ Oo 1) = asl 3, | ,. 
这 就 证 明了 (2.4.12) 之 第 一 个 不 等 式 . 
往 证 第 二 个 不 等 式 . 无 妨 设 5S, | 0, | 和 .| ,之 co. 这 时 由 
C, 不 等 式 推 知 
iS, Sn 0, 
记 5. 一 13,1"'sgnsw/ 1 5 和 《sgn 记 符 号 沙 数 , 即 当 xz 守 0 时 
sgnz 一 ];) 当 二 0 时 sgnzr 一 0, 当 x<0 时 sgnzx= 一 ]) 和 gq 二 =p/(p 
一 ]). 对 每 二 1 ,#9; 令 
$C EC | 


再 记 弛 ,一 { > 二 .注意 
ES ,= 2 ELSECE IF)] 一 人 





£2 2 一 ZE 和 Et)] = 0, 


利用 Halder 不 等 式 ， 把 已 经 证 明了 的 (2. 4. 12) 之 第 一 个 不 等 式 用 
于 元 对 (5 一 1;… ,nl 并 注意 E151 二 1 和 a, 二 6,, 我 们 得 
外 8, 1 ,= ElS, |*/ 1 5, = = ES.S. 


-EY YE) EV, 
< EQW, < |Q.) ,lS |}, 


< el, a ddl = a |, = bl ,1,. 
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这 又 证 明了 (2.4.12) 之 第 二 个 不 等 式 , 定理 证 完 . 
把 (2.4.2) 和 (2.4.12) 结 合 , 得 
系 2.4.8 在 定理 2,4.7 的 条 件 下 ,有 
(2, 4.13) ay ‖ 仿 ， | 和 二 | max [354 | p A pe, | , | sep 一 1), 
在 《2.4.12) 和 和 人 《2.4.13) 中 分 别 令 n->oo ,又 得 
系 249 设 {9,,- 沪 ,,n 字 1} 是 工 各 , 对 每 #n 闻 1; 记名 二 3, 一 


Sl as, .又 令 卫 一 | > 总 ] , 则 对 每 p>1 有 
玉 二 1] 
(2.4.14) ar TQ), < supls.l, < ,iQl,, 
2.4.15) a el ,El sup lS.| | pb Qip — 1). 


4. 3 Daris 不 等 式 


Davis 不 等 式 是 考察 pp 二 1 时 的 情况 . 它 说 明 除了 (2. 4. 12) 的 
前 -- 个 不 等 式 以 外 ,4.2 小 节 的 其 他 不 等 式 都 可 推广 到 p==1 的 情 
形 . 

引 理 2. 4. 10 设 适 Tr 列 {S. 7, sr4 宇 1} 是 Li 于 , 记 所 一 9。 
一 访 ,_1 N21 又 1 > 以 约 证 有 一 {信息 是 Li 适 r. 
YY 列 ,使 得 | 总 | 委 g a. ss. om 六 1 令 


yi 


M= suplS,l; Q= | | ; Vo=supnh, 
则 对 任 4>0 以 及 0<a< 8 一 1, 有 
(2.4.186} POM PAQ VV < BN) 
PM DAB m6 — 1):,; 
[2.4 TI7)》 PQ> BAM VY YAH) 
PQ 1). 
证 明 先 证 (2. 4.16). 按照 我 们 的 约定 , {5S,, 7,,n 之 0) 还 是 
工 园 , 令 . 
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rt 二 inf{fn 守 0;|S,| 全 4 
rz =inffn 人 0:|5,| 人 有， 
t= ni{n SO VY Wr > A}, 
并 约定 infB 二 00. 易 见 rryn 关于 {名 ,sn 宇 0} 是 停 时 . 再 令 


与 。 一 ST can) 其 > 0， 
则 {多 on 宇 1} 仍 是 工 著 . 利用 (2. 2.11) 易 见 


本 
本 一 2 
> Ts cr ar A Te 00} DT Tr <n 

上 = 


年 一 人 

一 Tc < LC 十 Ti en 一 CT] 

A Ti co LO 十 Tr eo 十 OTs sm 

< 2 < .3S. » ni 2 0. 
因此 我 们 有 
(2. 4, 18) sup ES? < 2XP lr < co = 2RRP OM > 1). 

nwa31 
注意 在 集合 
{MAO VY YE = {ror 一 cp) 

上 上 ,对 每 nl 有 


TT 
“1 
5 一 DT tee) 一 Srna 一 Srna 
Pe 
陡 


[Sa SD Sal Tn > Basan 


i 
以 及 
[Se al= [S50 [Tn 十 |S, | is) 
委 (|S- :| 十 Pe Tie ny + [Ss Tin 
< 十 有 入 (1 十 人 4 a.8.， 
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从 而 干 式 成 立 


sup |S, ] supt|S., Aan | LS aa|) 
1 


六 
5 supLAA sn 一 C1 十 94] 
— (BC—6— 1a .SS.. 
由 (2.4.1) 和 (2. 4.18) 便 推 知 
PIM > PQ YYV VY EA) 
< Plsupls,l DB 一 一 TD 
一 PlsupS? (一 人 一 基本) 


一 lnP (ran > (Poo XR) 


所 ES/ 一 全 一 1)2a:] 
一 (suPESs)ALCB 一 6 一 17] 
INPOM > N/R — Oo 1 


即 (2.4.16) 成 立 . 


再 证 (2.4, 17). 令 
M.— max|S|l, n21; 
In 
om = {fn 0:0, > A}; 
一 inffn S000, > BA}: 


一 inf{n 字 D:M, VY Til 一 A}, 
= Dar chsh RD. 
易 见 51,02,0; 是 {多 ,wn 这 0} 的 停 时 ， [8.0 是 1 工 轩 , 由 
sup lS | Tis co,ee) 
{sup lSaaanrl 十 sup lSo as) To, <<o) 
Ms, + Me I Tio,aee 


| 2 m1 十 | Iie oe) 


EIA co aA, $, 


和 
sup {S$, | Ti «oo 
{suplSs,asl + sup lS nr] ) To orm 
EMT oe 26M oo) 
我 们 得 
sup|$.|= supl$, Tso, 
所 360A oe! + 26U -an 
A 36 ce) a.s.， 
于 是 可 见 


(2.4.19) sup 五 < 98XP (a < os) EINRP(G, < co) 
Le 


一 90RP(Q > |), 


注意 在 集合 
iQ@ > BA,M Vv VA} 一 {os < Ce ,oy 一 Ce 


上 ,我 们 有 


2 
》 ,EH is, Mo} 
各 一 二 


守 om 


7 
二 im 一 Qan) 
之 limsup {QE 一 [(Q3 十 胸 )Faco 十 QT ])} 
limsup[ Qn 一 (1 + 82)X] 
一 全 一 (1 + 6 
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> XN a.s,, 


故 出 《2. 4. 19) 推 知 
PQ PAM YY AE 6 


Pl DPT cre ne) > C8’ 一 全 一 DX) 
上 一 上 


Ee, icra /LB — 6 — DX] 


= sup ESA/LCP — 6? ~ 1)2°] 
PQ DAO 1). 
这 又 证 明了 (2. 4, 17), 生理 证 完 ， 
下 列 定理 称 为 Davis 不 等 式 ， 
定理 2.4.11 设 适 r.vY, 列 {S. wn 写 1} 是 荆 轩 ,对 每 n 宇 
1 记名 =5, 一 So 令 MM,Q 如 引 理 2.4. 10, 则 存在 0<e<b<co， 


使 
(2. 4. 20) aEQ < EM <& bEQ. 


,二 4 max|é|, 
1 
易 见 {7 pl sn 1 } 是 了 适 TY 列 . 又 对 每 nl ' 令 
外” 一 Gla 一 Elé Tze el 1) 
外 = To 一 BE Tas ls) 1). 


SD 一 De, z 一 1 2. 
8 二 1 


不 难 见 13? ,多 1) 当 ;1,2 时 都 是 工 | 蒜 且 
同一 由 十， 1 
对 ?一 1,2, 记 


2) ee 1 173 
Mo = suplS®|; Q®° 一 [2 人] ， 
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便 有 
(2.4.21) EMS EMV TEM® < EMYV+ DE |; 
二] 


(C2. 4. 22) EQ EQD + EQ? 


一 FEQ 十 limE[ » Ce) ] 
noe Rl 


< ERQe 十 im 五福， 1) | 


-oo 
= EQV 十 > 五 16 |， 
n=1 


考察 (2. 4.21) 的 右 端 . 注意 
V 一 :supY 一 4 sup [| < 4Q. 
丸 注 意 当 2|&.| 半 计时 ， 
| 十 及 /2 之 2 和 2 


C2.4.23) DEIS®|S 2 ODES, |Te lsr) 
Hm «=1 


< DE — Wn) = EV < 4EQ. 
对 任 0<5<<8 一 1 ,把 C2. 4.16) 用 于 {8S "Fn 字 1} ,我 们 得 
EM'"/B8= [ee > payda 
过 六 Powe > LQP YVESD | PQ > 8 
+ PV > 54) 1da 
Ee 26°| PO > DAB 一 人 一 1 
+ EQV/E 4 EV/S 
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EINEMT /BP— 6—1)+ (EQ+EQ®) /d+ 4EQ/6 
ENEMV/B— 8— 1) + 5EQ/S + DEItD|/S 


SIEMV/B— 01) 9EQe. 
固定 py>1, 取 3E(00,8 一 1 充分 小 使 
7 一 1/ 有 一 2887(0 一 人 一 1 时 > 0， 
上 式 整 理 后 使 得 
EM™ < 9EQ/ YD). 
此 式 与 (2. 4,23) 一 起 再 代入 (2., 4.21) 右 端 ,并 且 取 5=9/(Y6) 十 4 
即 得 (2, 4. 20) 之 第 二 个 不 等 式 . 
再 考察 (2. 4. 22) 之 右 端 . 注音 
VV 一 4 sup|®,| < Ri， 
并 由 此 式 和 (2. 4. 23) 推 得 
(2, 4. 24) SEIéD| < EV < SEM 
以 及 
EMO < EM 十 EMe < EM + WEIE®| < 9EM. 


] 


把 (2.4.17) 用 于 {SD ,Fsn 之 1) ,对 任何 0<3<8 一 1, 我 们 有 
EQ%W/p= | PQ > pA 


EE | > BAME Vy VoD + POM ~ BN) 
+ PV > 61d 
98°| PtQo > VA/ (Pp —6— 1) + EMM/ EV/S 


去 
E90EQVAF C—O 1) + 17EM/S. 
取 定 82>1, 再 取 E 0,8 一 1) 使 
e= 1 — 9 1) 0. 
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前 式 整 理 后 得 
EQ < 17EM/(Se). 
此 式 再 和 (2. 4. 24) 一 起 代入 (2. 4, 22) 右 端 并 取 4a 二 [8 十 17/ 
(8e)] !: 即 得 (2, 4. 20) 之 前 一 个 不 等 式 . 定理 证 完 . 
系 2.4.12 设 庆 ry, 列 (541 训 4 上 一 1，"…yn} 是 工 束 ， 对 每 & 
二 ] -人 令 二 一 51. 则 存在 0 过 a 所 56< 过 0 使 
(C2. 4. 25) CEQ < EM ELEQ: 


其 中 ,== We],M, 一 max |94| . 
Pe Tt 
证 明 对 每 k>1, 令 


再 把 定理 2.4.11 用 于 工 拷 (3,,. 沪 ,x 之 1 即 可 . 
4.4 MarcinkiewiczZygmund 不 等 式 


我 们 把 Burkbolder 和 Davis 不 等 式 应 用 到 独立 r.v. 部 分 和 
的 情况 ,以 得 到 M-Z 不 等 式 . 
定理 2.4.13 设 信 ,1 祥 kn} 是 独立 .vv 序列 ,对 =1,， 


,6 一 0. 记 5 一 了 6,Q, 一 [ 已 部 )“. 则 对 每 p>1, 存 在 仅 与 
p 有 关 的 正 数 4。 和 万, 使 


(2. 4. 26) A dQ, a 1S, {|, a B, | .1 ,. 
证 明 令 多 i 二 a(t) 二 1 yn 则 {人 ,二 1 ， 
n} 形 成 工 ! 靳 差 . 根据 定理 24.7 和 系 2.4.12, 为 证 (2.4. 20) ,内 
需 对 pp 二 1 的 情况 证 明 它 的 前 一 个 不 等 式 即 可 . 也 就 是 说 ,只 需 
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明 :存在 常数 C>0, 使 


(2. 4. 27) EQ, CE|S,|, 
设 加 1 ;是 相互 独立 的 f.v. ;对 每 二 1 ,sn， 
Ph = 1) =P 1) = 1/2. 








又 设 oa 是 # 个 实数 . 注意 
五 | Da | 一 > + Dei 

< {2 5a)’ = [28( Dam)’, 

利用 Helder 不 等 式 得 。 
El ay] =E| | Dan 


< 本 | Doml: Et| Dam|’ 
£=1 点 一 1 


Yam | * E*{ Slag) ,, 
#1 ht 


4 





D3 E23 





亦 即 

El yah) “< (2E| DJ mh | 
因此 我 们 有 
(2.4.28) E( Yat) < BE 人 atm) = Er ya 


< 2E| Da |. 
&=1 
记 一 《二 s). 今 二 二 (CE 为 与 回 独立 辣 分 布 的 1. 


YY 一 《1 sn" :yx 如 前 但 与 &, 记 独立 (如 原始 的 概率 空间 不 能 天， 
可 以 在 一 个 扩大 的 概率 空间 上 考虑 ), 不 难看 出 
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(2.4.29) 巨 | > (6 一 各) 下 | 一 本 | 2 一 
二 一 】 上 一 ] 


故我 们 有 
E| Dén| = ElE[ De 一 one,7]|<E| (一 可 | 
=E| DI — #0|<2E| Dsl|. 
”因此 ,参考 习题 1. 3. 15 并 利用 (2. 4. 28) 即 得 
EQ,— El Dna)” 
一 [etal p35 2 & = gk = 1 on | 
天 -1] 
X PE Ida XXX da) 


-小 -|al Pa)" 2Pe-tde x 1 x da,y 
< 2 | 一 [| ai |Pé-i(da, XxX 0 XxX da,) 
ge 一 1 


< 4E1S,|, 





一 2E| gn 

=1 
(2. 4. 27) 得 证 , 定理 证 完 . 
习题 2.4 


1]. 设 {9,. ,总 ,,n 宇 1} 是 Ll 下 邯 . 证 明 


APt min St < 为 之 | SdP — ECS, 一 5) 
1 


- { 
ES — ES+, nl 
对 一 切 4E 有 成 立 , 
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2， 设 13.= >》 总 ,多 0 六 1 是 非 负 并 下 蒜 ，{ 采 多 _1 ,之 


1 } 基 话 TIT. VY, 列 且 对 每 E>1 sa > e+ 1 0 a. 8.. 证 明 : 对 任 给 ED0 
和 nm21 ,有 





aeP (maxnos Ey) +| n.dP < 六 Ené,, 
] 注 上 En 上 是 一 人 


1 max TS 
1 


3. 设 13,.,: 过 ,yn 主 1} 是 Li 二 向 , 则 
Pimax|Si| > #5) 31nax 吾 | | 
1 ln 


对 任 给 e>0 成立 . 





4， 设 全 rovl<ck<coj 是 一 般 差 , 记 3, 一 > 和 .证 明 :存在 
C=0, 使 


P{( Wa)” > CELS,IA 
对 一 切 4>0 成 立 . 
5， 设 信和 ,n 之 1 是 独立 r.v. 序 肇 . 令 


Sm 一 DD &, OR SS 二 Sonn 2 1. 


上 一 严 十 ] 
证 明 : 
C1) 对 任 给 se>0 和 ?1， 
Pt max | 4| > 2 过 民 (3 | > e)/ min POS) < 二) 


查 示 : 令 ft 一 inf{ 宇 1; |534| 半 2e}, 则 


U {r= hilSsl Ce) CS {lS.| > oe), 
(2) 对 每 n 宇 1， 
| Pimax 18;| > 20Dd < 2E|S,| + 2 Pls,| > di. 
而 [3 2E]S, | 
6， 设 人 , 衬 ]} 是 独立 rw 列 , 对 每 上 & 产 1,E64 一 0. 记 5* 一 
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max |S 7 5 一》 所 和 区 上 .证 明 
] :由 s 时 二 


下 一 上 
ES SES, HR 1. 
7 ， 没 信 1k 所) 是 独立 的 可 积 工 .vw. 列 ; 对 每 二 1], 
是 对 称 的 (见习 题 1.3 题 3) ,a 是 一 正 数 .证 明 :对 每 p 实 1， 


E | DéTeeeo, “所 五 | > | “. 





8， 设 全 ,六 二 是 独立 同 分 布 的 Tv- 列 . 记 3。 一 》) 名和 六 


点 十 1 

1. 证 明 下 列 二 命题 等 价 ， 

(1) 对 某 pz 六 1 
C*} sup El|S,/ Vn |)? < oos 

(2 Et C—O Eoo; 

(3》 对 任何 PE (0,2) ,Cx ) 成 立 ， 

提示 ;:() 过 (2?) 用 题 7 或 定理 2,4.13,(8)=>(3) 用 关于 独立 同 分 布 ,方差 
存在 时 的 中 心 极 限定 理 . 

9.( 题 了 的 推广 ? 设 { 扣 站 节 1 是 独 这 vv ,对 每 天 之 1 ,所 (1) 
一 Fexp (itt,) 实 值 非 负 ,a;>0. 证 明 对 任何 p>0， 


E| Dn “ 反 E| | 
提示 ;利用 习 古 1.4 之 是 5 和 6. 
10， 利 用 题 9 把 题 8 的 结论 推广 为 :对 于 独立 同 分 布 的 工 . v. 
列 会 , 字 1) 下 列 三 命题 等 价 : 
(1) 对 某 产 >>0， 


sup ElS,/ Vn |? < ooi 
(2) b= 0, Eo0s 
《3》 对 任何 总 E (0,2)， 
| sup ElS,/ Val < ooo, 
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第 三 章 ”Wiener 过 程 


Wiener 过 程 , 又 称 为 Brown 运动 ,是 最 基本 、 最 蛋 要 的 随机 
过 程 之 一 . 它 不 仅 在 随机 过 程 理论 中 占据 重要 位 置 ,不 少 概率 论 和 
数理 统计 的 问题 也 直接 与 它 有 关 , 在 概率 论 中 ,许多 深入 的 极限 定 
理 的 提 法 都 滨 涉 到 Wiener 过 程 . 本 章 除 介绍 一 些 Wiener 过 程 的 
重要 性 质 外 ,将 着 重 考 虚 其 增 量 的 渐 近 性 质 . 

Wiener 过 程 有 很 强 的 物理 背景 . 1826 年 英国 植物 学 家 
Brown 在 实验 中 首次 观察 到 Brown 运动 ,1923 年 Wiener 给 出 了 
Brown 运动 存在 性 的 严格 数学 证 明 . 














第 一 节 ”Wiener 过 程 的 定义 和 和 性质 


1.1 Wiener 过 程 的 定 父 


考察 一 个 粒子 在 直线 上 的 运动 , 它 在 时 刻 t 的 位 置 记 作 厂 , 
不 失 一 般 性 ,假定 它 是 从 0 出 发 运动 的 , 即 W, 一 0, 男 外 ,假定 粒子 
在 时 间 间 隔 L0,#,], [yt],*…， La 二- 的 使 移 WW —W, 了 
一 Wi 对 它 在 间隔 [a13t4j 内 的 位 移 并 无 影响 ,也 就 是 说 
粒子 的 运动 是 没有 “记忆 ”能 力 的 . 用 数学 语言 米 说 ,W ,Wi 一 
W,…sW 一 W。 ,是 相互 独立 的 . 最 后 ,我 们 假定 从 任意 的 时 间 # 
出 发 ,在 充分 小 的 间隔 Ar 内 ,以 简单 随机 游 动 的 方式 向 左 或 向 右 
移动 -个 距离 Ax, 也 就 是 说 ,对 任意 的 :， 


PAWin — W, = Ar)— Ps — W,=— Ar)— 





1 
>: 
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这 样 ,对 任意 的 50, 就 有 
Ws 一 W.~ Dw — We na), 


其 中 站 == [Ls/ ar. 注意 {Ww 一 We veri = ls 下} 是 独立 同 分 
布 的 , 且 


是 
EZ EW 一 到 一 0, 


ar LW as 一 Wetec De] 一 = kAT) ~ s(AT)IT A 


根据 Laplace 的 关于 二 项 分 布 的 中 心 极限 定理 , 当 入 一 0 从 而 kh 
co 时 ,在 假定 
limCAz)zAAt = o> 0 
之 下 就 可 以 得 到 
PW — WE) 
limP > [Ws Ta 一 Wr ve 
人 Ar WE Tews) 
一 各 (zz Vs ))， 
这 里 鲁 表 示 标 准 正 态 4.f. . 

以 上 所 描述 的 粒子 运动 过 程 就 是 Wiener 过 程 , 换 句 话说 ， 
Wiener 过 程 可 看 做 是 简单 随机 游 动 的 一 个 极限 过 程 . 在 上 面 的 讨 
论 中 出 现 的 参数 吧 是 非 本 质 的 ,因此 无 妨 假 定 史 =1, 此 外 ,作为 
粒子 运动 的 描述 ,Wiener 过 程 的 轨道 必须 是 连续 . 这 样 ,就 产生 了 
下 面 的 定义 ， 

定义 .11 概率 空间 (Q,.F,P) 上 的 随机 过 程 WW 二 {WW,,t 实 
0)} 称 为 Wiener 过程, 如果 它 满足 下 列 两 条 件 ; 

(1) 对 每 w€0,W(w)YECL0,c0) 盈 Wiw) 帮 为 1 的 西数 是 连 
续 函 数 ; 
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(2) 多 一 0 并 且 对 每 上空 1 ,每 0 一 如 < 捷 <t<co 和 每 各， 
人 
(3. 1.1> POW, — Wi TCO 1 


上 工 ， 


-Tel7E | 
根据 第 一 章 2,2 的 说 明 , 定 义 的 第 (1) 条 表明 ,Wiener 过 程 是 
取 值 于 室 间 (Croee) ,于 -[osceo))? 的 随机 元 . 设 了 是 [0o,ce) 的 一 
个 子 集 ,0E7. 我 们 将 说 一 个 随机 过 程 { 环 ,,: ET} 亲 从 Wiener 分 
布 , 如 果 它 满足 
(3. 1. 2) 有 一 和 a.s. 
并 且 对 每 个 1, 每 个 满足 0 一 过 之 … 芝 5&4 的,…s& 世 工 和 每 
TC3.1. 1 成立 .这样 , 定 义 3.1. 1 的 第 (2) 条 可 解释 为 
Wiener 过 程 具有 Wiener 分 布 . 所 以 ,Wiener 过 程 是 一 个 加 从 
到 iener 分 布 的 取 值 于 连续 焉 数 空间 的 随机 元 , 它 的 存在 性 将 在 本 
节 的 最 后 一 段 加 以 证 胡 . 


1. 2 Wiener 分 布 的 性 质 


下 面 说 明 Wiener 分 布 的 若干 性 质 . 

命题 3. 1.1 随机 过 程 {W,,tET} 遵 从 Wiener 分 布 的 必要 部 
分 条 件 是 下 列 两 条 满足 

(1) 对 每 上 1, 每 让 页 所 本 (CH 7 ) 避 从 多 元 正 态 
分 布 ; 

(2) 对 每 1 ET， 


‘3. 1, 3) EW, = 0; 
对 每 5 人 了 
《3. 1. 4》 EWW,= sht. 


证 明 这 分 性 .由 (3.1.4) 式 我 们 得 :对 任何 0 声 # #0 过 # 二 
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ootirtarts EET, 
EW, ~ WOW, ~ W,) 
= EW, W, — EW? 一 EW,W, ~ EW,W, 
一 1 一 友 一 玉 十 厂 一 了 介 . 
此 式 与 (1) 和 (C3.1.3)- 一 起 ,说 明 {W,,:ET} 是 独立 增 晤 过 程 . 又 由 
《3,1.4) 知 对 任何 Qh <fo0 ,tt 了， 
EW, 一 We )” = CO— ts 


其 而 由 (1) 和 《3.1.3) 推 知 


zt 
W, — W, ~ B®| |. 
| fa 一 | 
由 此 可 见 《3.1.1) 成 立 .在 (3.1. 4 中 令 5 二 :二 0, 又 推 得 (3. 1.2). 
这 说 明 当 忆 和 (2) 满 足 时 , {WtET) 具 有 Wiener 分 布 . 
必要 性 . 如 {PstET) 具 有 Wiener 分 布 ,那么 对 任 0< 一 … 
WW 一 玉 ， ,是 联合 正 态 的 ,因而 
其 线性 组 合 CW ,… ,Wi) 亦 联合 正 寒 . 这 证 明了 (1). 另外 ,由 (3. 
1. 1 和 和 (3.1.2) 易 知 
EW, 一 Fr 一) 一 0 
对 任何 :所 六 成 立 及 
EWW, = EW.v Wn = E(Wiv ~ Wd Wn tt EWE = sAt 
对 任何 s,tET' 成 立 ,证 完 . 
命题 3.1.2 如 (Wi,t 产 0) 亲 从 页 iener 分 布 , 则 
(1) 对 每 5 这 0, (和 一 至 站 遵从 Wiener 分 布 ; 





1 
(2) 对 每 了 >0， {- 志 吓 220 1) 遵从 形 iener 分 布 ; 


(3) {一 W,,t 字 0}) 尊 从 WWiener 分 布 . 
证 明 我 们 保证 (2), (1) 和 (63) 类 似 可 证 . 易 见 ,如 {Wyi 守 0} 
的 任 一 有 限 维 分 布 是 多 维 正 态 分 布 ; 则 对 任 开 > 0， 
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1 - 
| -大 We 六 9 的 有 限 维 分 布 亦 是 多 维 正 态 分 布 .又 


| 万 


| 1 lg. 1 - 
| 二 or| | 记 W"|= 二 ER 一 二 CS) A (TD 


Wa 一 0，t 守 0; 





二 3 内 st 0 


故 由 命题 3.1. 1 即 知 | 二 were>0 } 遵 内 Wiener 分 布 ,证 完 . 


命题 3.1.3 如 {Wtz0)} 遵 从 Wiener 分 布 , 则 
limsup 多 | 一 2 a.8,. 

证 明 ”我 们 只 需 证 :对 任 对 盖 0， 
PllimsuplW,| >A) 一 十， 





而 这 由 下 式 可 见 
Pllimsup W,| > MY= limPI UW, > M}) 
A or ee 2 一 中 
limsup 天 (| > MM 
-om 
， MI 
= limsup ?| 一 ol -| |= 1, 


1.3 Wiener 过 程 的 强 马 氏 性 


设 | .2 :20}+ 是 非 降 三 域 族 » {WH 站 之 D0} 是 Wiener- 过 程 . 如 果 


对 每 * 莹 0, 到. 关于 凶 , 可 测 而 有 {oCW, 一 Wt 宇 s) 与 多, 独立 ， 


则 称 {WW0.F,,t 闫 0) 是 一 个 适 Wiener 过 程 .我 们 所 说 的 Wiener 过 
程 的 强 马 氏 性 的 含义 是 ;如 果 {W,. 了 ,yt 实 0) 是 送 太 iener 过 程 而 = 





是 { 肥 ts 站 的 有 限 停 时 , 则 过 程 
WY 一 【全 四 = DO} 


还 是 一 个 Wiener 过 程 . 不 难看 出 , Wiener 过 程 的 强 马 氏 性 是 命题 
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3.1.2 之 (1) 的 推广 . 
定理 3.1.4 如 { 厂 多 ,人 0 是 适 Wiener 过 程 日 是 !. 安 ,， 
5 中 的 停 时 , 则 对 每 4E 名 ,,ACC{r<o0} 和 每 BE 吏 [0,co), 有 
(3.1.5) Pr4 门 TeEB)) 一 PI4)IPOWT € BY. 
证 明 对 每 n 空 1, 令 
fu 一 之 万! [二 (rz)》 十 oo Te). 
当 4E 多 .4Ctrcco) 时 ,由 适 Wiener 过 程 的 定义 和 停 时 的 性 
质 可 知 ; 对 每 & 宇 1, 每 0 所 < 之 cc, 每 xz,… xiER 和 任 给 
的 a 汪 8 有 
PAAN {Wr — W, SET ei = lh)}) 


an | scr< 去 | 





一 2P 
i=1 





站 { ar Wn A 十 Er 一 ] 天)} | 


= DP1A 站 | 广 +<+< 才 ] 
‘POW & ti + evi 一 1 有 
= PDPOW, & z+ ey 一 区 下) 
注意 = 47 从 而 对 任何 1 污 0,W, ,一 W.4,, 我 们 便 由 前 式 推 知 
POVPOW, Ex — eyi = 1 k) 
EPAN Wy ~ W, Sv = 110,h)) 
SPVIPOW, St ei = 1 k), 
于 上 式 中 再 令 e>0, 便 可 见 
POANM (Wo, — WE ri = 1 kh)}) 
~ PCIPOW, & xf = 1 ak) 
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对 任 衣 社 10 和 和 之 下 之 0X 下 Ti 全 有 展 成 立 . 这样, 由 定 于 
”1.2.4 并 利用 典型 方法 即 可 得 (3. 1. 5). 证 完 、 

系 3.1.5 如 人 多 0)} 是 一 适 而 iener 过 程 ,r 是 1 多 
衬 0} 和 的 有 限 停 时 ; 则 WW 二 {Wi 一 WWt 全 0 还 是 Wiener 过 程 ， 


1. 4 Wiener 过 程 的 存在 性 


所 谓 Wiener 过 程 的 存在 性 就 是 要 说 明 : 存 在 一 个 概率 空间 
( 吕 , 多 ， 忆 ) ,在 这 个 概率 室 间 上 有 一 个 取 值 于 (CrL0,eo)， 安 [0， 
co 力 的 随机 元 W, 它 遵从 Wiener 分 布 . 这 确实 是 要 加 以 说 明 的 . 
事实 上 ,以 





(0 
记 Wiener 分 布 对 应 的 有 限 维 d. 族 . 那么 ,一 个 十 分 自然 的 想法 
将 是 :利用 Konmoropos 相符 性 定理 ,通过 上 述 有 限 维 df. 族 在 
《RY ,Bt0") 上 产生 一 个 概率 测度 PP, 使 得 概率 空间 CRI)， 
沈 路 ,P)} 上 的 坐标 过 程 {r,t 实 0} 具 有 Wiener 分 布 ,然后 再 设法 
把 上 述 过 程 落实 到 《Cr[0,eo), 受 Fo,co)) 土 去 . 但 是 ,这 样 佑 明 到 
一 个 很 麻烦 的 问题 . 这 就 是 构造 出 来 的 过 程 “ 落 实 " 起 来 将 会 十 分 
困难 ,因为 CL0,oo 3》 根本 就 不 是 家 5 有 的 可 测 集 . 下面, 我 们 将 对 
上 述 想 法 进行 调整 ,给 出 一 个 Wiener 对 程 存在 性 的 构造 性 的 证 
明 . 记 ， . 
一 人 
于 是 L0,ce? 上 二 进 制 有 理 数 的 全 体 可 以 表 为 
DpD=|jJD.. 

不 难 见 (0 和 EDk 守 1 是 (CR?, 哆 9?) 上 的 
相 和 容 族 , 据 Konmoropos 相 容 性 定理 ,在 CR?, 忱 ?) 上 有 唯一 的 概率 


测度 卫 使 
(3. 1. 6B) Par A El 本 所 TX) = PD, (zi 四 
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对 每 kK 宇 1; 每 0 后 攻 和 00 tytt 亿 司 及 每 R 
成 立 .考虑 CL0,ce) 利 下 的 投影 映射 zo, 把 CL0,o0) 在 xo 下 的 像 
记 作 xoC[0,co). 
5] 理 31.6 下 列 二 和 式 成 立 : 
(3.1.7) pO, 0) E RB", 
(3.1.8) PlxC[L0,oo)) = 1. 
证 明 任 给 ## 宇 . 定 久 展 到 CL0,20) 的 上 映射 6 = 1619,f 实 
0}): 对 每 x?ER?,Em(tz 是 CL0,oo0) 中 依次 连接 {i727 ,Dx?9 ,i 
泾 0} 诸 点 的 折线 , 即 对 每 i 守 0, 当 zeELi/2" ,GD/2) 时 ,E70) 
具有 表达 式 
Em (Cr) = yr? | 2 — 2) Lr er 一 met]. 
由 于 对 每 i>0,mjw 是 CR”,%0) 上 实 值 可 测 炒 数 , 故 对 每 1 宇 0 ,8 
亦 是 (8?, 玉 ?} 上 实 值 问 测 对 数 . 于 是 由 定理 1.2.4 知 "是 CR”， 
R?,P) 到 (0C[0,co), 殉 [0,co0)) 的 随机 元 . 
由 于 [0,ce) 上 的 连续 函数 由 它 在 [60,ec) 的 可 数 笛 集 D 上 的 
值 唯一 决定 , 故 总 是 Croyece) 到 zpCE0,c0) 上 的 一 对 一 的 满 映 
射 . 又 不 难 见 , 当 z?E xnrC[0,co) 时 ,limadg (em (zeyvr5lzo) 一 0 
因此 ,对 任 zeEroC[o,co3 , 当 mamrce 时 ,总 有 
de (Em 10) ,em (za)》 | 
AE er), Rpt te) + dE (ERT) Ap ro) -小 
反之 ,如 对 某 7?ER?, 当 msn 一 oo 时 有 aE GC?), 人 E(t) 一 
0 则 由 (CCL0,c0) ,dE) 的 完备 性 知 存 在 xECL0,o0) 使 4n 一 oo 时 
cryz)0 从 而 xz 一 rozErocf[oco), 这样, 我 们 就 证 
明了 . 
(3.1.9) aoC[D,00) = {x € R?: lim dF (Eo (1°), 


SCzo) = 00} € MR?, 
即 03.1. 站 成 立 . 
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对 每 志 宇 1,n 宇 1, 今 
AW = {zx E RPAMEmt Dr ri) BB 1/n:}, 
则 AE 梁 ?. 由 的 定 关 和 (3.1.) 易 见 


NU Nf awy 
k=] ml k=m 


cf {a € Ro Da ero) em) < on) 
页 一 【| 


z=] 


一 
岂 - | Wd 


二 门 {x? EE R?; lim dém (rN) EV) = 0} 


= {x € RY lim de (Gm 47), Em x0)) 一 中 


=xnC[ 0,00)., 
此 外 ,注意 (3, 1.67 等 价 于 
《3. 1， 10) Pir = 0)=1 


以 及 对 任何 日 一 加 < 9 下 全 大 及 .站 1 so 
不 
(3. 上 . 11» Pea ,I 一 ] ,一 [Eer/ ; — £_.)) 
Li | 
成 立 , 由 Chebyshev 不 等 式 又 知 
PiA) < ji 再 | 全 [A 法 |] 
=nE max 《yoarrl 一 LT pyar + Mira 2} 


1 
2 


Sn > E{ Ln tl Xx- no]72 十 Lz,. 1972"11 — na/ 2} 


4 一 1 
人 
= Cn/16) >) 1E[ me art 一 He 
r= 


"oy : 
十 6F[mes .itt 一 Da Lares Dran+l 一 ra 
二 Elna 一 2 ore) 

-= BRA 
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由 此 可 见 
Perc[o,co2 PIU 站 


A 5S lim PCav) 一 0， 
此 一 1 站 “基于 办 


即 53. 1. 8) 成 立 , 引 理 证 完 . 
定义 (KR?, 议 ") 到 (CCL0,oo0) ,过 .[0,o0)) 的 映射 
np XT? EE xoCL0 ,2), 
0， xX" EE RN TCL O00), 
其 中 符号 0 理解 为 CL0,ce) 中 恒 为 0 的 那个 连续 函数 .我们 将 证 
明 殉 是 ( 玉 2,c 史 2 ,PP) 上 的 Wiener 过 程 ; 从 市 完成 Wiener 过 程 存 


《3.1. 12)》 全 (4zr2) 一 1 


在 性 的 证 明 . 
定理 3.1.7 由 (3.1.12) 定 义 的 W 是 概率 空间 (Re, 经”, 也 ) 
上 的 Wiener 过 程 . 


证 明 ”不 难看 出 ,W 是 (RR?,F3?,P} 上 取 值 于 [0,00), 坑 , 
Lo,se?) 的 随机 元 .因此 只 需 验证 定义 3,1,1 的 条 件 (2). 
由 上 3.1. 12).(3.1.8) 和 (3. 1. 10? 易 得 
P{W, = 0) 一 P(xW = 0) 
= Plt 一 0) 门 roctLoyco) = 1, 
可 见 多 一 0a.s, ,对 任 9= 芝 之 王 芝 00; 取 t,tED, 
0 二 #2? 四 之 otco, 使 


lim#®? = t= 1 


rT ren 


成 立 ， 则 对 任 1 ,zs 扬 中 ,有 
lm ee Cr) 一 BC), 1 一 1 + 大， 


注意 对 任 给 £2720 和 任 区 Ai 可 ,又 有 
门 U {XE nxnCLO, 0) :一 


mm tm 
< -一 EE 一 1 二 } 
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CC {2 后 rn [0, oo) :Wh 《xzD) —W,_, Cx?) < 一 1 an 天 


cU NN {x PE woCLO,o0) mo mt ao 
Sr ei 1 
由 (3.1.6),f3.1.11) 和 (3.1.12) 便 得 


Ti1@ce; 一 EAX 一 £1 ) 


11 

=lim TI gc = /am 一 人 29 

climP a? 0 一 生生 人 一 有] 

=limP({x? € xoC[O,o0) :hn) (x°) 一 zo nC?) 
二 

SPW, — Wi Tri = 1 kk) 

<limP({z? 各 xoCLO oo A nr) — Mn) C7) 

r=) 
—limP Cx CH) 一 Eo _ (A) ES TE 二 1k) 


一 im II Bi 十 1 一 ti 
Mj 1 


=|[L@C, + eC — #0). 
上 式 中 令 se->0, 我 们 又 证 明了 定义 3.1.1 中 条 件 (2) 满 足 . 定理 证 


完 . 
今后 ,我 们 将 把 Wiener 过 程 的 分 布 称 为 空间 (CL0,ee)， 家 . 
[0,c0)) 上 的 Wienet 测度 . 由 更 iener 过 程 的 存在 性 可 见 , (CC[9， 
co ,到 [0,00)) 上 的 Wiener 测度 恒 存 在 .把 CC[L0,o0), 吏 [0， 
oo0)) 上 的 Wiener 测度 记 作 已, 考 虚 CL0,0) 寞 C09,1) 的 投影 映 
159 


射 x: 对 于 zx= (zs0sst<co)， 令 
tT 二 (X00 ss 1)， 
Wiener 测度 在 投影 映射 x 下 的 导出 测度 
CPr-)(B) 一 Pa-iB), BE RL0,1] 
常 称 为 {C[0,1], 级 .-0,1]) 上 的 Wiener 测度 ,一 个 取 值 于 C[0,1] 
的 随机 元 而 二 {Wi,0 所 1 夸 1} ,如 果 其 分 布 是 CL0,1]. 上 的 Wiener 
测度 , 刚 称 它 为 区 闻 [0,1] 上 的 Wiener 过 程 ， 


习题 3.1 


1， 求 Wiener 过 程 的 有 限 维 分 布 密 产 . 

2. 证 明 命题 3.1.2 之 人 412 和 (3)》， 

3， 随 机 过 程 {Ftz0} 称 为 是 平稳 增 量 的 ,如果 对 任 szzz0， 

PW — W,AAX) = PWAE7r),. TER. 
设 1W,t 宕 0} 是 平稳 增 量 的 独立 增 量 这 程 ,Wo 二 0 a.s, ,对 每 > 
0,EW?<oo, 证 明 : 如 果 EW 和 EW? 作为 + 的 函数 是 连续 的 , 则 存 
在 和 所 忍 和 呈 320, 使 对 每 :党 0， 
EW = mt, varW, = oa’f. 

4， 设 {Wt 这 0) 是 具有 平稳 增 量 的 独立 增 量 过 程 ,W, 一 0 
a.s. ;对 每 1 尘 0,EW? 一 +. 证明;{W,,t 守 0} 遵从 更 iener 分 布 当 且 
促 当 对 每 了 >>0 


"| 





/ 谨 Wn 所 z= POW, <z)， rEh. 
提示 :利用 初等 概论 论 中 如 下 的 中 心 极限 定理 :如 坟 ,n 全 1} 是 ii.d. 的 
Tv = , 则 








< zxER. 
本 天 


5， 随 机 过 程 信 ,这 0) 称 次 马 氏 这 程 ,如 对 任何 0 所 st 之 oo 
及 BE€ 骂 , 均 有 
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PEE BIE OEu 人 Ss) = P(E BIE) a.s,. 
证 明 : Wiener 过 程 (W,t 之 0 是 一 个 马 氏 过程 并 求 出 转移 概率 
PW EBIW,T—2) ,0 7ER.BER. 

6， 概 率 空 间 (22,. 久 ,PP) 上 取 值 于 CL0,1j 的 随机 元 1B,,D 寺 : 
于]1) 称 为 Brown 桥 ,如 果 对 任意 的 0<i 1 1 ， 
3, } 遵 从 宅 维 正 态 分 布 ,并且 

EB,=t, KtiC1l, 
EBB~ sil—f)， 人 01st 1. 
证 明 :Brown 桥 的 存在 性 , 即 存 在 一 个 概率 空间 在 它 上 曾 可 以 定 


尺 Brown 桥 . 
提示 :利用 Wiener 过 程 {Wost 委 1 的 存在 性 ,再 令 
B= Wt 


?7， 证 明 : 如 {1B,,0<<t 志 是 Brown 桥 , 则 


(BoELEN) {B00 Er). 
8， 役 1B110 和 t 志 1}) 是 Brown 桥 . 对 每 t 汪 0, 令 
WW = (Tt)Brn. 
证 明 ; {Wt 六 0) 是 一 个 Wiener 过 程 . 
9， 证明:Brown 桥 {B,,t 之 0} 是 一 个 马 氏 过 程 并 求 其 转移 概 
深 PCOBEAIB=AD) 0S rE RACR. 
10， 设 {WV,,f 宇 0} 是 Wiener 过 程 . 对 每 n 汪 1; 令 
VV, = 2 [Wr 一 三 por|， 
证 明 ; 对 每 M>0， 
PV. > Mr 1, nm oo, 
并 由 此 说 明 Wiener 过 程 概率 为 1 地 在 任何 有 限 区 间 内 不 是 有 界 


1]， 设 随机 过 程 {W,,t 守 0} 遵 从 Wiener 分 布 ,0 所 a< 证 明 
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当 [Le ,6 的 分 割 4 二 < 二 一 站 满足 max 全 一 让 DO 时 ,有 
0 — W, J? 4， 
i=1 


12、 设 1W ,多 ,0 是 通 Wiener 过 程 .证 明 : 下 列 四 个 适 过 
程 是 著 ，: 
{Wt 2 0}; 
{ i 0}: 
{Wt 一 Wi? + 3 Ft SS 0}; 
{exp{taW, 一 oi/2) ,Ft > 0} Ca € R). 
13， 设 {Wf 庄 0} 是 Wiener 过 程 . 对 am>D, 令 
t= inf{t:W, 一 Ci 
W,, fts 
“= {zx 一 W,，t 宕 艺 . 
利用 Wiener 过 程 的 强 蕊 氏 性 证 明 {& 只 实 0}) 还 是 Wiener 过 程 ， 
14， 设 {W,,t 汪 0} 是 Wiener 过 程 . 证 明 
P (maxW, 4) = 2POW, 守 a) = POW,| 宇 a) 
对 任何 a>>0 成 立 . 
提示 :利用 上 题 并 注意 
i St = ‘supW, a}, 
15。 设 如 13. 证 明 : 对 任 a>>0， 
Pim, < ec) 一 1 Er, 一 co. 





第 二 节 ”Wiener 过 程 的 增 量 


2 1 Wiener 过 程 增 量 尾 概率 的 估计 


Wiener 过 程 . 对 s 实 0,t 之 0; 称 研一 W, 为 到 iener 过 程 的 增 量 ， 
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我 们 将 讨论 与 Wiener 过 程 增 量 有 关 的 浙 近 性 兢 . 首先 介绍 一 个 标 
准 正 态 分 布 尾 概率 估计 的 不 等 式 
引 理 3.2.1 对 每 zx>>0, 有 | 
1 fl. 1 -sz — 而 fr 1 8 
(3. 2.1) 友 (: Be 1 8) < 启 > 
证 明 由 分 部 积分 得 


0 演 一 | Ge/ 一 一 er 十 | ed 





_ 1 -sa/ 十 1 -sn 一 | ede, TT 0) 
Pr 上 可 
这 给 出 了 (3. 2. 1) 之 第 一 个 不 等 式 . 再 一 次 利用 分 部 积分 ,又 得 
[ Le-eds 一 Lo- _ [ea, 
-i Er I 





从 而 
] 一 = 上 | 了 工 1 -ar 
e 一 -一 一 1 十 e di 1 Br) TD. 
2T 工 2 下 M 





这 文 得 到 第 二 个 不 等 式 .证 完 ， 
在 第 一 章 第 二 节 ， 我 们 曾 用 到 非 负 实 数 的 二 进 制 表示 . 事实 
上 ,每 一 个 # 尝 0 都 可 表 成 


(3. 2. 2) 一 Du/2, 


其 中 gott) 基 一 个 非 负 整数 而 对 每 £1) 非 0 即 1， 各 果 进 一 
步 限 定 表示 式 (3. 3. 2 中 举人 不 能 当下 充分 大 以 后 恒 为 1, 则 上 述 
表示 还 是 唯一 的 , 干 面 ,我们 糙 又 一 次 用 到 这 样 规 定 的 二 进 制 表示 
式 ,对 每 mn 之 0 和 表 成 (3. 2. 2) 的 20, 我 们 记 


bo Dm /2 
=D 


定理 3.2.2 如 (Wt 宇 0} 是 Wiener 过 程 , 则 对 每 e>0, 存 在 
2z0 使 
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《3.2.3)》 P{ sup sup [Wu—W,| oh) CTh le "te 
有 0 二 5 于 一 有 Tc 而 


对 任 zw>0: 了 0 及 0< <T 成 立 . 

证 明 ”我们 先 说 明 ,; 只 需 对 了 二 1 的 情形 来 证 明定 理 基 可 . 事 
实 上 ,如 困 对 每 >0, 存 在 C2>0 使 
《3. 2. 4) PP， SuP sup, IW — W| 2 vA) Ch- le-viare 


对 任 v>>0 和 0 成 立 ， 那么 对 任 T0, 邻 和 sfT 一 6 和 
六 一 AT ,利用 命题 3. 1, 2,(2) 便 得 
P{ Se sup [Wo — W,| 2 vAh'®) 


了 一 AD 


一 A 2 
= P( sup sup Ti®|Wiror 一 Wr| 之 wh ) 
人 一 上 0 不 二 


= P{ sup stb | 一 如 | > ua] 
D1 Di 


Ed 一 Le 一 到 (2 十 是 一 CTh ete, 

从 而 定理 的 一 般 结 论 成 立 . 

考察 (3. 2. 4) 式 , 如 果菜 56 守 0,C 半 0,v>0 和 0<h< 之 1 使 得 它 
成 立 ,那么 它 对 任何 se>e 以 及 同一 组 Cv 和 亦 成 立 , 因此 ,为 
证 对 任 给 e>>0, 存 在 C2>0 使 (3.2.4) 对 一 切 v>0 和 0<h<1 成 
立 , 只 需 对 任 给 esE (0,1) ,同样 的 结论 成 立 . 又 当 0<v&1 时 ,对 
任 给 eE (0,1); 总 可 以 取 人 充分 大 使 

Ch le- /2+re Ce tt > 1, 
从 而 (3. 2. 4 自然 成 立 . 因 此 ,为 了 完成 定理 证 明 ,只 需要 证 明 : 对 
任 给 eE (0,1), 存 在 C>0 使 (3. 2.4) 对 一 切 v 宇 1 和 0< < 1 成 
立 . 下 面 ,我 们 就 来 戎 这 件 事 ， 
对 任 给 0< 有 1 ,4 这 (28) 1 央 及 m 袜 1 ,由 和 Wiener 分 布 的 性 质 
.和 (3. 2. 和 郝 

P{ sup sup， [Ws — W, | wh + 2° 2) 


0 一 et 


<Fp sup sup, Woro, ~— W, | ul 二 27")?) 


= 二 D1 一 所 
中 二 站 a Oh 


外 一 1 
oP sup [Wwe — W, | 宕 wh + 27")'") 


让 3 i 


<2) 2 P{W CO— Wi | 十 2 "2) 
RD ret. henyt] | 


2 一 1 £ 
一 2 P( Wo sl| uth + 27")™) 


Tt "Yt ] 
Zh 十 1)[1 — BC)] 
2 + 2 (hh2" 十 1)e /2/( v2nw) 
2 Ch2" 十 le 
又 对 任 给 0 过 1 yw 主人 (22707 全,n 这 1 人 0 以 及 二 二 (8 十 ww) ,有 
P{ sup sup {Wors 一 多 en ,| > xz/2" A) 


和 一 瞩 DE 让 nt] 
yt] 
p 
< > PI{ 1 SuP | [Wro, 一 全 ro | 
全 173 
Cn 十 点 2 
六 zf 2 tt ) 
ti, 
= > \ Pt | Wyant ,yan+tt 1 一 Wn | 站 Ta tt 
F 一 各 


= 2"TtPC | Watt+t1 | = Taf 2 ta) 

A 
以 及 类 似 地 
Pl ou ， Sup, | WW Det le 
此 外 ,利用 Wiener 过 程 的 连续 性 ,对 任 0<s<1 一 ,0<<t<<h 和 正 
整数 ;有 

[Ws TT 三 ,| 

|W, re 三 | 十 [gr 一 WwW, | 才 [Ww, WwW, | 
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ED Wo — Wornsl + [Wero, — Wo,.| 
上 下 二 由 


十 2 [Win WW, 上 


下 一 品 


因此 我 们 推 知 


(3. 2.5) Pl Sup sup [Wr — W.| 
1 


(下 十 2-")2 十 2 +zuy2e+erpO] 


大 二 让 


< 二 DP sup sup [Wyss 一 到 os 2 xref 2 te 2) 


Decs 1— A Oath tt 


+Pl SUP 3Up [本 cr —W, ,| 守 w(h 二 2- "2 


一生 


十 SP ( SUP sup | Wo 和 W,,, 之 Te 2 TD ) 


oc 页 站 


rt1(h2r 十 Ie 十 gtie"/s (2/e) 


下 


对 每 0<hi<1,a32(2r) 5 和 m 1 成 立 . 
记 z 一 4 (2Ae" 8 一 > OA2 2 和 7 一 >) 1/2, 对 任 
上 一 0 上 二 性 二 二 办 


给 aE (0,1), 取 下 充分 大 使 
《1 + /RI + N/K? (1 +e/2) /2; 
48/ 玉 12 < 1, 
则 对 任 v>1, 我 们 有 


v—2B/KY 
(十 27 玉 ) 十 277/ 开 于 C1 十 57 


区 对 尾 0 二 之 1, 取 x 使 
mm K/h < Ot. 
以 上 述 和 代入 (3.2.5) 式 ,注意 





于 一 二 一 2 《2172 


166 





区 ( 凡 十 A 十 2 ref Dre 


其 二 必 


Suh BRAKY + 2 OY RIRYMIDE 十 w?) /2 


是 一 由 
A + /KY 十 2-7(8 十 ay)] 
二 lv, 


并 且 当 联 忆 = 下 [2(K 十 十 和 时 
32h + De oe Dc/ey 
SK[2(K + 1) + ajh ie- 


A 人 天 一 他 一 ?2+ ， 
便 得 (3. 2. 4) 式 .证 完 . 


2.2 Csirg6-Reresz 定理 


本 小 节 的 Csarg5-Revesz 定理 说 明了 多 iener 过 程 的 增 量 有 
多 大 ,其 证 明 过 程 较 长 , 需 通 过 若干 引 理 来 实现 . 设 {W,,t 守 0} 是 一 
个 Wiener 过 程 ,ar 作为 了 的 函数 定义 于 (0,co) ,满足 


(C3. 2, 6) 0 之 ar 了 
对 每 卫 守 0, 我 们 记 
-1 
r= (2 rlog 一 一 一 es ; 
好 (7 = 二 让 sup sup [Wr — Ws 
dT 0 


BT) 一 所 [Wz 一 We 器 
CI) 一 房 PP ,Woter 一 丈 :1 


DT) = Br sup [Wr 一 Wy_, |, 
Drar 


不 难 见 下 列 关系 式 成 立 : 
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《3. 2. 7) BOTY CT) & ACTY)! 
《3. 2. 8) BOTY 所 DID & 4CT)， 
引 理 3. 2.3 如果 ar 还 满足 
《3. 2. 9) ar 非 降 ， 
(C3, 2. 10) TYar 非 降 ， 
则 下 式 成 立 _ 
(3. 2. 11) limsup ACT)E] a,5., 
证 明 ”由 (3.2.3) 和 {3.2,6) 易 见 : 对 尾 s 汪 0, 存 在 C2>0 舍 
Te 





P(A(TD (二 BY) < 


Tr 





< CogT)T 1—t/to re 
对 任 了 > 成 立 , 任 取 Br>1 并 令 人 一 天 之 1 由 鞋 式 可 见 


DIPCACTHD) 1 + EY) < oo， 


丰 而 由 Borel -Cantell: 弓 | 理 推 知 
《3. 2. 12》 limsup CS 1 a.s.. 
由 于 六 对 了 非 增 和 
Br(TlogT)™? 一 | 于 | log Te | 
对 充分 大 的 工 非 降 , 故 


Br, TinlogTirl i 1 站 营 
1 < Br A | TogT, | 一 [al 1 十 志 ] < [i 


对 充分 大 的 成 立 .于 是 ,对 每 T>0, 取 二 kT) 使 TT, 所 T< 
Tar1: 则 利用 上 式 并 注意 所 非 增 及 所 '3(7T) 非 降 便 知 
ACT)= BrBr'ACT) < PrBr! ACT ) 
SB Bis ACTir) < 0ACThH4) 
对 充分 大 的 了 成 立 . 在 上 式 中 令 了 -~eo ,由 (3, 2.12)? 又 得 
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1 


limsup ACT) ER as.. 
To-re 


此 式 再 令 #8->1, 妈 得 (3. 2.11). 证 完 . 
引 理 3.2.4 在 引 理 3.2. 3 相同 的 条 位 下 ， 


《3.2, 13》 limsup B(T) 这 1 a.3.. 
证 明 为 证 (3.2.13), 只 需 证 存在 {Ti,& 之 1 满足 Too, 使 
(C3. 2. 14) limsup BITO)O1 a.s.,. 
如 寻 (3.2.14) 中 的 {7', 汪 1} 使 
(3. 2. 15) Ti — ar,,, 守 Th 
对 充分 大 的 上 上 成立, 那么 


BUTD = Br [Wz 一色 一 ar ， 天 六 
是 相互 独立 的 ,因而 由 Borel-Cantelii 定理 知 (3. 2. 14) 等 价 于 
YIP(BCT 六 1 一 日 一 oo 
对 任 给 cE 0, 成 立 . 但 是 , 引 理 3. 2, 1 给 出 
(3. 2. 16) PKB(TD 六 1 一 上 


—2|1 一 ol 《1 — e)| 2log er | “| ] 





1 
2¢1 一 ey’log 


~ _ 
全 | TiogT 


好 了 
exp| 一 r] 一 slog 二 eg ] 
。 全 了 | 
Te7 | 7 
rT 





《1 — 8}| dr log 





好 了 


ee 一 
1—e 
TT 
[i Te 到 [5 了 | 
中 Tar 





-> 
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对 充分 天 的 了 成 立 , 故 为 证 (3. 2.14), 叉 归结 于 证 明 存 在 福 足 7 
一 oo 和 {3. 2,15) 之 {Ti 不 宇 负 使 





(3. 2. 17) y FE -~ 

~ 421 TogT: 
对 性 给 cE (0,1) 成 立 , 考虑 

1 2 
(3, 2, 18) r= linF<1 
的 祖 北 .由 (3. 2. 6 ,(3. 2. 9》 和 (3. 2. 10? 易 现 
可 位 了 习 
Oar,— ar 一 了 天 一 元 十 天 (7 TY) ET 一 了 








对 任何 们 委 了 7: 成立 , 喜 ar 是 丁 的 连续 函数 . 此外, 当 工 充分 大 
时 ,由 3.2.10) 和 (C3.2.18) 叉 推 知 


慷 - 
1 





由 此 可 见 ,存在 To0, 在 LToco) 上 了 一 Cr 严格 增加 且 连 续 ， 当 纳 
地 定 必 :TT, 亚 宇 1} 如 下 :TT 一 0; 对 任 & 汪 1; 如 Ti; 已 定义 ; 则 令 Tpi 
是 方程 
TT 一 rr 三 TT, 
的 解 . 这 样 定义 的 {Ti,E 估 1} 显然 是 严 增 序列 而 如 满足 (3. 2, 15). 
它 还 必须 满 是 To0, 因 为 如 一 TT' 之 co, 则 由 ar 的 连续 性 可 
推出 
了 ”一 er* = lim CT 一 rr) 一 lim 了 x 一 了 本”， 
从 而 ar: 一 0; 而 这 是 不 可 能 的 .于 基 , 我 们 只 需 再 证 {了 T., 宇 1} 满 
是 (3.2.17), 对 5 一 (1 一 p)/2>0, 令 
Ko inf log(l — x} 


D0] 一 丰 


并 取 &e 充分 大 使 当 上 zt 时 
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一 上 一 
元 二 2 1 一 人 
则 我 们 有 
下 3 
log 了 + 一 logT = 2) log 元 二 一 一 》1 bg| 1 一 党 
i n+l i 一 局 十 1 了 
UT. 
< 二 


上 以 而 由 (3. 2.6) 得 : 当 一 oo 时 


上 





AT 1 “GT 1 1 上 GT 
1 ee fe ~ 2 
了 | 2， T: (logT,) "3 CT 2 了 ; 

1 logT | 
-> P| 
> 去 | dogzo 《log 了 7 一 
这 说 朋 (3. 2.17) 成 立 因 而 当 p< 时 (3. 2. 13) 成 立 . 
下 面 , 考 虑 
[9 


(3.2.19) lim 节 一 】 


了 一 cc 


的 情况 .这 时 由 (3. 2. 6) 和 (3. 2. 10) 推 知 对 每 T>0,ar 一 人 ,因而 
BCT) = Br Wi|; 
B= ToglogT)®. 
为 证 (3.2.13), 只 需 证 任 给 sE (0,1), 存 在 正 数列 {T,,k 之 1) 满 足 
Yeo 晶 使 





i 二 = 十 1 


limsup Br Wn | 1 a.s,. 


但 是 
| 


二 1 
>limsup Br, LIW, 
>limsup fr,,, |W’ 

故 又 只 和 需 证 


limsup Br,,, [|W 


一 wz 一 Im 


41] 


— Wr,| — limsyup Pr,,, |Wr,|, 
er 由 


tt1 4 十 | 
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Wry, | 


二 十 了 + 


IW7|+1l—e a.s.. 


《3. 2. 20》 limsup Br [Wr 
oo 


2 limsup Pr,,, 


取 工 ,一 履 ,8>1. 我们 有 
Bn, 


因而 由 已 证 之 (3. 2. 11) 推 知 
limsup Br [Wr llim(CBr BD) limsup A(T SO? Aa.s.. 
ht RR im 


/Dr 一 人 六 5 3 


上 十 】 


于 是 ， 只 需 上 面 的 已 满足 a :sse2 下 式 
《3.2. 21) limsup pr, IW — Wr | 六 1 一 es/2 a.s. 


就 能 保证 (3. 2. 20) 成 立 . 利用 (3. 2. 1) 并 注意 
log log Ti — Ti) 一 co， 
我 们 知 对 85==s/2; 当 充分 大 时 ， 
PlBr,, 7, IWr,,, — Wr,| 守 1 6) 


二 于 】 


= 2[1 — {01 — [2loglogT — TJ) 





1 
~ 
> 2|1 201 — 6)loglog (Ts =75] 
exB[| 一 (1 doglog (Ti — TH)] 
(1 一 今 )[2loglogt7 i 一 了 | 
CR 


对 其 C>0 成立 ,从 而 
PPBz,,, -Ts [Wy,,, 
k=1 


根据 Borel-Cantelli 引 理 ,这 意 昧 着 
limsup Br -rlWr, Wrni 守 1 a.s.. 
再 注意 





一 环 1 演 1 一 全 = o0. 


pr rp 
我 位 就 得 到 53.2.213. 这样, 我 们 又 在 (3.2.193 下 证 明了 
(3. 2. 13). 引 理 证 完 . 
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一 





引 理 3.2.5 站 引 | 理 3.2.3 的 条 件 下 ,如 果 


log Hr ” 
+ 1 了 -一 
《3. 2. 22) lim IogiogT 
成 立 , 则 
(3. 2, 23) limin{ CCT) 1 a.8.,., 
Te 


证 明 对 每 了 >0, 取 kT) 使 < 二 1, 则 对 任 给 5E 
(0,1) ,当下 充 分 大 因而 和 点 充分 大 时 有 
Oar— eaT /Rak ba. 
因此 ,对 充分 大 的 了 ,有 
(C3,2, 24) Br INnax | Wr eo, 一 Wa | 


Osiss [hoa I—1 





Br max sub |W,ra,— W,| 
lis [kit 1 Cle 

pr sup .IW — Wl 
Oss tka | Dy 


Br max sup {Wr — Wo,l 


li [hing 1 Cin, 


<OC(tT 十 房 sup sup [Wiers, — Wa,|. 
" DSAET Bp Otap 


由 于 {W146 一 Wt 池 0) 与 {Wi,t 宇 0} 同 分 布 ,放出 (3.2. 12) 推 知 
limsup Br sup sup [Wr — Woral 


a day 





1 If2 


26a,log Teg 
T 





limsup FlogT | 一 站! 二 
aT 


To 


a.S.。， 
2arlog 





男 一 方面 ,利用 (3. 2.16) 所 作 之 估计 , 易 得 
Pl Pit [WG ne。 一 Wi | 所 1 一 0 


Inax 
di [aI 1 
= [PlBu |W,,| 过 1 一人] 
= (1-21— _ klogkY We Yt] 
= 人 一 2 sa 0)| 2log oat 上 


! 
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一 加 EE | 1 
< 1 (a 


“pl[S jes! ~ (zt) 


L 
二 
5 

| 








对 充分 大 的 在 成 立 . 注意 (3. 2. 22) 覃 舍 
1 
| 辫 | >>2dogTo， 
好 本 
对 充分 大 的 荆 成 立 , 故 存在 ,使 
DJ PB mAax_ [Wr 1a, 一 Wa | ss 一 仿 
f= Da 1 


由 








2 让 | 1 1 一 此 

< Z| | arl \logk ] 

< Dlexp[— 2log#] = 评 < 00, 
业 一 此 0 一 上 


于 是 ,由 Borel-Cantelli 引 理 知 对 上 二 CT) 


limsup Br) 
Te 


hax {Wer yer 一 Wi | 1] a.s.. 
Oi [hia — 1 
因此 ,在 (3,2. 24) 二 端 令 了 一 =, 便 有 
1 一 全 扫 limsup CTY + A a,s5.. 
上 式 再 令 5->0 即 得 (3. 2, 23). 证 完 .. 
现在 ,我 们 给 出 Cs5rg5-Revesz 定理 的 叙述 和 证 明 . 
定理 3.2.6 设 ({W.,t 这 0) 是 Wiener 过 程 ,定义 在 (0,co) 上 上 
的 函数 az 满足 (3. 2. 6) ,C3.2.9) 和 {3.2.10), 则 我 们 有 
(3., 2. 25) limsup BCT)}= limsup CT = limsup DOT'Y 
一 co To To 
一 limsup AC(T) =1 a,.s.; 
如 是 ar 还 满足 (3. 2. 22) , 则 进 而 有 
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(3. 2. 26) lmCT) 一 lmA(T) 一 二 &,8,. 
证 明 ”由 (3.2.11),C3.2.13) 以 及 关系 式 (3. 2.7) 和 (3, 2, 8) 
立 得 (3. 2. 26). 由 (3.2.11);(3.2,23) 及 (3. ?2.7) 又 得 {3.3.26). 证 


= 
IC: 


2.3 Leyy 连续 模 定 理 


利用 Csarg5-Revesz 定理 ,我 们 来 证 明 如 下 的 Levy 关于 
Wiener 过 程 的 连续 模 定 理 . 
定理 3.2.7 对 Wiener 过 程 { 厂 0)} ,有 
sup sap | 了 一 三.| 
(3.2.27) iog 
lim Sup ,Wr — W,| 1 
- A CDRhlogR- I 
证 明 念 了 = 1,ar 一 1] 并 注意 
(WHO EE EI EL TW 0 EET) 
(命题 3.1.2 之 (2 和 应 (2logT712- ,由 (3.2, 26)? 立 得 





,SS.、 


sup sup |[W,,,— W.| 
lim 人 D1 一 大 站 写 上 宝 和 
he {2Ahlogh 172 
TB sup sup |W,r — Wl 
8 之 1 一 了 1 OET | 
了 -vc 了 了 127rT23 logT) 
172 

Prop BT Vom Wel 
Tm Pr{2logT YY? 本 

sup TW _ 本 
Br us ， | 三 ra ur 


To pri2logT)}’? 


sup |W,,, — W, | 
= lim 1 一片 


nr Bri2logT) 




















总 。 S.， 
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习 题 3.2 


1， 设 {Wt 守 0} 是 Wiener 过程. 证 明 . 
lim up, [WO— Wl/(2logT)' ?=1 a， s.， 
2， 设 (Wit 宇 0} 是 Wiener 过 程 . 证 明 
lim sup -| 本 +eteez — W,|/(ClogT) = {2/0 a.s. 
Te BELET * Cng 
NE C>0 成 立 . 
设 { 卫 20) 是 Wiener 这 程 . 证 明 


1 [Wcr 一 全 | 四 2 
limsup oc cr (2CT oglogT Yi 1 as'， 








limsup sup su | 一 区 ] a.s., 
人 0 oe (2CTloglogT™) 


对 任何 0<C< 委 1 成 立 . 
4， 刘 {Wf 宇 0} 是 Wiener 过 程 .证 明 
limsup |Wrl/ (2TloglogT)' ?m= 1 a.s 
了 一 co 


"” 


- 


limsup sup [Worl/(2TloglogT) =1 a.s.. 
于 -oa dol 


limsup sup IW,|/(2TloglogT)! 一 1 a.s 
了 一 wp 过 了 


第 三 节 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 


本 节 我 们 苦 证 明 Strassen 关于 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 , 古 
典 的 Levy 关于 到 iener 过 程 的 重 对 数 将 作为 其 推论 而 得 到 ， 

引进 3.3.1 设 ft0<S1)ECL0,1]. 则 了 是 绝对 连 
续 的 且 
(3.3.1) | (Fd < 1 


成 立 之 充 要 条 件 是 
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《3. 3. 2) 立 风 二 -二 引 ] < 
对 每 ?六 1 成立 . 
证 明 由 Sehwerre 不 等 式 昌 见 对 每 >1， 
UU 


< > ,ropa = | rr Yd 
下 面 证 明 充 分 性 . 设 是 一 正 整 数 , fay) any 有 是 
[0,1] 中 互 不 相交 的 区 着 ,对 下 一 1 2 ， 令 
ts = Ininfzsz ots 
= Max{j: jn SB). 
取 ”充分 大 使 对 每 点 一 1， ym 襄 六 让) 则 由 Schwartz 不 等 式 及 
3,3, 2), 我 们 有 


PE 


EL] EE 
Di 5 17 于 
4 一 +l 




















| 
~ - 
| 一 一 


1 上 


DC 
1 wi 





从 

















<[ 台 (M4 与 引 | 六 
< ep — a)]. 
利用 的 连续 性 又 不 难 见 
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lim Dy) |/ — /| 一 0; 
lim >) | Fen 一 了 和 | 一 0. 
”一 








因此 ,在 下 式 
3 [FB.) 一 Cos) | 


A + EIA) -7 
一 > 
中 令 w co 即 得 


Df - fa) | 去 [2 一 ao |” 


这 说 明 在 (3 3. 2) 之 下 ， / 维 对 连续 再 利用 Fatou 引 理 ,又 由 
(3, 3. 2) 推 得 


fr or ep) -4g 














ro 


< liminf > [| -7 < 
引 理 3.3.2 设 {W,,t 这 0) 是 Wiener 过 程 ,ow ,… ,a 是 满足 
条件 
(3.3. 3) Ye =-1 
的 实数 . 对 每 na 袜 1 , 令 
S, = 2 We 一 本 

则 我 们 有 
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(3, 3. 47 limsup S,/ (2nloglogn) i 一 1 a.s.s 


下 


(3. 3.5) limint Sf (2nloglogn) i 一 一 1 a.s.. 
证 明 ”我们 先 证 
《3. 3.6) limsup 1S, | /2nloglogn) 1 a.s.. 
给 定 98>1. 对 每 & 尘 1, 令吉 一 [9]. 注意 SA 县 有 标准 正 态 分 
布 , 由 53.2, 1) 易 见 对 任 给 se>>0， 
Pl 13。 /2nloglognsl i 六 ] 十 5] 

挟 exp[ 一 (1 十 6?oglog ns | 

所 Cog) Ir 
当 充分 大 时 对 某 C>0 成立. 于 是 

Sp! [Ss | /C2mloglogn) 1 + 5) < 00. 
所 Borel_Cantelli 引 理 ,这 表明 
limsup Sn | /2niloglogni) <1 a.s,. 

此 外 ,由 引 理 3. 2. 3 可 得 


limsup max max [Wa — Wa, 











/2nmtoglogns) 1 





c= 1 和 i 革 1 
<limsup sup snp [Wn W,|/( Zwloglogn) 2 
hon Erm Dat mtn | 1 一 mb 





1 
slimsup [nt nti— nllog Pt DBP | /nloglogn) 
ey Rr1 一 Te 


[me Oo— 1 a,.s., 
从 而 





SC 





limsup max 
| 


/t 2nsloglogn) '® 


HH 


< 之 ， limsup max | Ws 一 WW. 


i=1 1 


4172 


/( 2nloglogn,} 


天 
四 





Imm 一 7] as,， 
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于 是 我 们 有 








Slimsup max |S, |/ 2nloglogn} 


ME |] 


.72 


/i Znloglogn:) 








Se limsup | 人 


十 limsup max [S.C— 人 | /i 2ndloglogn} 1 


| 
1 2mme Oo 17] a.s.. 
在 上 式 中 令 8-x1. 就 得 (3. 3. 6). 
下 面 再 证 
(3.3.7) limsup Sr (2nloglogn}l ?1 a,.s,. 
为 此 ,只 需 证 : 对 任 给 SE 00,1) ,存在 子 列 {m4} 使 得 
(3. 3, 8) limsupS,, At 2n:loglogan} >1— a.s.. 
取 E00;1) 使 届 一 和 这- 一 e 汪 1 一 8, 再 令 到 二 ([m/e] 十 1) 
1. 由 于 ns/ 1 二 [m/ej 十 1 之 mm; 故 
一 3， 一 ca 人 | 
是 相互 独立 的 . 又 注意 





my 


Et{ SE 】 一 Elal We TT Ws, ) 十 Val We TT We ) ] 
i=¥ 


= alt zt Oo ms) (ta) ns 
= nO mm ml 一 E)， 
由 C3. 2. 1) 我 们 知 
P(S? /[2nstl 一 eyloglogns E11,— e) 
1] 一 B20 一 eloglogn,) 
> Clho-ologh] 
当 上 充分 大 时 对 某 C>0 成立 ,从 而 
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和 二 之 


SPl Si /2nsloglognaa)! (1 — 2) = cc- 
点 一 | 
于 是 ,由 Borel-Cantelli 引 理 推 知 
limsup Si /2nloglogn) ?DE (1 一 ED a,s,, 
另 一 方面 ,由 (3. 2. 25) 易 得 (参见 习题 3.2 之 1) 
limsup [Wo | /2mloglogm) xs 6 a.s.， 
二 
这 样 ,就 得 到 
limsup SS, /C2nloglogns) 
Ci 四 


limsup St / (2nsloglogns)} 2 十 liminf a Ws, /2mloglogm ) 
RR mek 


el a,s., 
(3. 3. 8) 得 证 . (3. 3.7) 亦 得 证 . 

由 (3, 3,6) 和 (3. 3. ?7) 立 得 (3, 3.4), 把 C3. 3. 4 用 于 Wiener 过 
程 {一 Wt 之 0} 又 得 到 (3. 3. 5). 引 理 证 完 

为 了 投 述 简洁 ,引进 下 列 符 导 . 对 于 完备 可 分 距离 空间 叉 中 
的 相对 紧 序 列 {zx.) ,以 C(x)) 表 示 !zxs} 的 全 部 极限 点 . 对 于 概率 
室 间 (8.2 ,P) 到 六 的 随机 元 襄 x 中 的 集合 4， 以 记号 

CC 人 ES.)) 一 a. 8. 
表示 存在 toE 多 ,Po) 一 1， 全 全 中 三 1 序列 1 (Ca ,ma 衬 1 

是 相对 紧 的 而 且 COs tao) 六 一 4. 此外, 我们 把 C[0,1] 中 满足 


| Er jdr < 1 的 全 体 绝对 连续 函数 组 成 之 集 记 成 .%, 利 用 上 


述 符号 ,Strassen 关于 Wiener 过 程 的 重 对 数 律 可 以 叙述 和 证 明 如 
下 . 
定理 3.3.3 设 {WV,,t 宇 0} 是 概率 空间 C0,.,P) 上 的 Wiener 
这 程 . 对 每 n>1 ; 邻 
5 一 {Ge :Wr (2nloglogn ) * 站 三 2 3 1}，, 
则 对 于 取 和 值 于 CL[9,1j 的 随机 元 列 {5,,n 主 1} 有 
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《3. 3. 9) CCE = a.5.. 
证 明 我们 把 证 明 分 为 三 步 ， 
第 一 步 ” 任 给 mw 宇 1, 定 尺 随 机 向 量 序列 


WwW, 
tm} We, — Wh 
2 站 » i = 1 
Wi 四 到 ns 


我 们 首先 证 明 {12” ,六 让 作 为 到 中 的 随机 元 序列 满足 
(3.3. 10) COZ™ /2nlogloga) ®t})) = (aE Froa 1). 
根据 引 理 3. 3. 3, 存 在 一 个 0 E€. 玉 ,PL4) 二 1 使 得 当 wE 加 
时 
limsup a Zw) /2nloglogn)!? = 1 
和 
liminf a 28 (mw)/ (2nloglogn)'® —— 1 
对 一 切 满足 xa 二 1 的 有 理 疝 量 & 二 《a aw) (有 即 分 量 @ ，… am 
均 为 有 理 数 的 向 量 ) 成 立 ;特别 地 ,对 每 i 一 1,-… ,mx, 有 
limsup[ Wl) 一 Wo-v(o) /2nloglogn)'” = 1; 
liminf [Wi C0) — Wo-va (ww) jC2nloglogn)® =— 1. 
由 此 可 见 ; 当 wE86 时 {24 (0) / (2nloglogn) 六 ,nn 宇 1} 在 RR" 中 相 
对 紧 并 且 如 对 某 +ER"*, 有 子 列 {n'} 使 
(C3. 3, 11) ZH) Con' loglogn' YH? — 1, 
则 对 一 切 满足 a a=1 的 有 理 向 量 a 均 有 wz<1 从 而 2tsl. 这 样 ， 
我 们 就 证 明了 
(3.3.12) CUZ (Cw)/ (2nloglogn)y!?}) 
CfeEaRriwe 和 1) wE MD,. 
另 一 方面 ,如 果 wE 玉 "满足 wa 一 1, 那 么 对 性 wj, 一 定 存 
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在 子 列 {n 站 使 
a FZ (Cw) /2n loglogn')!? -> 1 
成 立 以 及 (3. 3. 11) 对 某 ER 成立 ,从 而 wz 一 1. 但 是 ,由 
(3. 3. 12 知 Ms, 故此 时 必 有 :一 a 由 此 可 见 
{e 和 后 本 :oa 一 1) 位 CCfZe Cw C2nloglogn yuz))， we hh. 
于 是 ,我 们 有 


(| € Riia EE R",a'o < 1| 


[| {a 筷 R"t!l .ae — 1} 
TCAZE Cw /aloglogn) 2)), wE 0,. 
显然 ,这 说 明 


[ere ra 


{Rm Cw) 
cc| 0 Conloglogn) | ， 书后 局， 


亦 即 . 
(3.3.13) {a €E R":aas 1} 
COZ Cow) /C2nloglogn)}), wE 0,. 

把 (3. 3. 12) 和 (3,3.13) 合 在 一 起 即 得 (3, 3. 10). 

第 二 多 ”对 每 AECr0,1J 和 天 演 1 以 Am 记 依 次 连接 (zym， 
了 GA/ 一 0,1400 ym 的 折线 , 即 对 j=0;1yo my 当 2E if/m, 
一 1) /mj 时 , 今 

m= /+ om — [A 一 /| 去 ) 1 
再 对 每 mw 宇 1., 记 
A = {FE mF). 
我 们 将 证 明 
(3. 3.14) CE) HH a.s.. 
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设 了 .六 ECcL0,1],a 六 1. 对 任意 固定 的 台 闻 1, 记 
f(rm) 
六 Am flim) 


gm 一 ， 了 六 1 
fo fll — 1/m) 
fim) 

0 fC2 fm) 一 FO am) 
T 一 

FD) — fF 1/m) 
易 见 ff" 等 价 于 

了 CA fl Dm f/m fo 1)/m), 


z 一 二 92 
等 价 于 
UT 
因此 , {An 室 1} 在 CE0;1 中 基 相 对 紧 的 当 且 仅 当 4140 ,xn 守 1} 
在 R" 中 相对 紧 ; 而 由 引 理 3. 3.1 又 进而 推 知 
CU (fs)) = Hn 


当 且 仅 当 
C( (vm) = tee Rm a 1). 
这 说 明 (3. 3. 14) 等 价 于 
和 
Ca.3.15 Co | (a€E RR" mae < 1)} a.s.. 
一 Calm! 
注意 


_ dd 
{m0 EEE 1 {Wn (2nlogloga) ,0 < 扫 上 < 了， 
故 (3. 3. 15) 又 等 价 于 (3. 3. 109, (3. 3. 14). 证 毕 . 
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第 三 步 3. 3.9) 的 证 明 . 
任 给 区 宇 1,; 由 (3.2.25) 得 


(3, 3. 16) — EY 


iasop sup ,sup | WO— 


rt mm nt 





13 





Mm as。。 
对 每 m 宇 1; 取 人 © PO,) 一 ] 使 of 时 ， 
《3.3.17) { (Cw) ,x 这 1) 相对 紧 ; 
(3. 3. 18) CC NT) 一 区 
《3, 3. 19) limsup des(oD be" (w)) Em 2, 


令 人 一 门 2 则 有 € 多 ,P02') 一 1 而 且 当 w€E0O* 时 
一] 


《3.3. 17} 一 (3.3. 19》 对 每 mm 六 1 成 立 . 

任意 给 定 % 所 2* ,由 于 (3, 3.17) 和 (3. 3. 18) 对 每 m 守 1 成 立 ， 
故 对 {rn} 的 任 一 子 列 ,一 定 可 以 取 到 该 子 列 之 于 列 {n'} 和 {ff, 
7 ym 之 1} 使 








Ew) 一 所， 天 六 上 
不 难 见 {f.m 之 1) 必 须 满 是 ， 
f= 六 大 之 荆 
因此 我 们 有 
de fur yf) D3 [fa /aD fon — D/2) Tp} 
Es Sts 
但 是 ,是 C00,1] 中 之 闭 集 ,因此 ,存在 /EY 使 de(fy, -> 
0. 于 是 ,在 不 等 式 
de (bs C0) sf) dees Cw) EP Cw)) 
十 de EPI wn) fp) + detfe, fy 
185 


中 先 令 由- 一 ce 再 令 二 >co ,就 得 到 
《3. 3. 20) lim dls (Ww) = 9. 
这 样 , 我 们 就 证 明了 当 wwED' 时 , {5&,(w),n 衬 1} 相 对 紧 而 且 
Ct (Cw) CC 2 
友之 ; 任 给 fE ,总 有 "一 了. 因 当 wE0'* 时 ,(3.3.17) 对 每 m 
之 1 成 立 , 故 总 可 以 取 到 {n} 的 子 列 {x'} 使 
gm ff, m1. 
于 是 ,在 不 等 式 
dc Ce, Can) ,0) deley (cm) ,Ee™ (ew)) 
+ de Cw fF) det™ ,ff) 
中 先 令 n'->o0, 再 令 mw 一 oo, 就 知 (3, 3,20) 成 立 , 这 又 说 明了 
CC 人 Co wE 
《3. 3. 9) 证 完 . 定理 证 完 . 





习题 33 
1， 设 {1WE0D)} 是 Wiener 过 程 . 证 明 
全 了 加 
limsup Tog logT ys 一 1 a. SS. 
liminf Wr — 1 a,.s,., 


To C2Tlog JogT' YY 

2. 设 了 是 [90,00) 上 定义 的 函数 ,aER 称 为 六 的 极限 点 ,如 在 

在 TT 一 oo 使 了 (07.) 一 a. 证明 :如 果 {W,,t 守 0} 是 Wiener 过 程 , 则 
Cm/2Tlog logTY 2}) 一 [一 1 1] a.s.， 

也 就 是 说 ,存在 可 测 集 六 ,Po) 一 1 使 

C1) 对 每 woE 忆 ,如 果 4a 是 (TroyAC27Tlog logT), 卫 守 0} 
的 极限 点 , 则 a 扣 [一 1,1]. 

《2)》 对 任 wEio, 每 aE[ 一 1,1] 必 是 

{Wriw) /2Tlog logT)!?,T > 0} 
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的 极限 点 . 
第 四 节 ”Skorokhod 髓 六 定理 


Skorokhod 嵌入 定理 是 概率 论 中 具有 重要 意义 的 一 个 深刻 结 


果 , 它 可 以 叙述 如 下 . 

定理 3.4.1 对 任 一 满足 条 件 
(3.4.1) | arey =0 
和 条 件 
C3. 4. 2) | ear =1 


之 d.{. 了 ,存在 一 个 概率 空间 (了, ,P) ,在 它 上 面 定 了 一 个 适 
Wiener 过 程 {W ,多 ft 蒂 0) 以 及 子 a 瑾 族 { 罗 0) 的 一 个 a.s. 
有 限 的 停 时 序列 freya 六 二 使 得 (约定 本 一 0 

(1) {rr nlli.id. HB Er=1; 

C2) {We — We nl)iid. HH Wr ~F. 

给 定 一 个 ii.d. 序 询 {&,n 祷 1} , 它 满足 

五 = 0; Eddi=1. | 

以 环 记 所 的 4 二 , 则 天 满足 (3.4.12 和 (3. 4.2), 因此 ,根据 定理 
3.4.1;, 可 以 找到 -一 个 适 Wiener 过 程 {WV .2,,t 汪 0} 和 一 个 {多 
空 0} 的 有 限 停 时 序列 {zn 这 1} 使 定理 3.4, 1 的 结论 (1) 和 (2) 成 
立 . 不 难 见 定理 的 结论 (2) 意 味 着 


过 . | 
1} 一 WW 1 


这 里 记号 < 表示 它 两 端的 随机 元 同 分 布 . 正 是 在 这 个 意义 上 ,我 们 
说 r.v. 序列 从 .am 六 1 被 嵌 人 到 Wiener 过 程 {Wi,t 宇 0} 中 去 了 ， 
定理 3. 4. 1 的 证 明 过 程 比较 长 ,我 们 把 它 分 成 几 步 来 实现 . 令 
So= {va 人 0}, 
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对 任何 过 0 过 wy; 碎 Gs 记 以 概率 w/v 一 培 和 一 w/v 一 #2 分别 取 
值 于 直线 上 二 点 和 的 两 点 分 布 r.v. 的 d4.f , 即 





0, 字 挟 . 中 
(C3.4,.3) CG, ry) 一 | 一 2 下 过 工 二 了 
1， TU; 


双 对 2 一 0<o, 约 定 避 .为 在 0 那 点 的 退化 df .这 样 ,对 每 (x,w) 
ES ,uw 均 有 定义 而 且 有 统一 的 表达 式 (3,44.3). 我 们 先 说 明 d.,. 
Co 与 罗 iener 过 程 之 间 的 联系 . 

引 理 3.4.2 设 镀 二 {Wst 宇 0) 是 概率 空间 (2,.F,P) 上 的 
Wiener 过 程 . 对 每 ! 汪 0, 令 

一 0， 
又 对 任 人 ao 和 3, 今 
一 To 有 ) 一 in 入 (Cx,v)}y 
《约定 inf 人 8 一 00), 则 下 列 结论 成 立 ， 

(1) 5 是 (各,,f2>0} 的 a.s. 有 限 的 停 时 ; 

(2) 瑟 , 一 Go 

{3) Er=EW:=—uv. 

证 明 易 见 rt 是 {和 多,,t 之 0} 的 停 时 ,由 命题 3.1.3 又 知 r 是 
a.s. 有 限 的 ; 故 (1) 成 立 . 当 g 二 0<Z<v 时 ,出 定义 即 知 rt 二 0 从 而 (2》 
各 人) 显然 或 立 . 因 此 ,我 们 只 需 再 证 当 zx<0<w 时 (2) 和 (3) 成 立 , 
容易 验证 {WW 多 ,,t>0} 各 满足 定理 2. 2. 20 的 条 件 ,故我 们 有 

EW = EW, = 0. 
但 是 ,W. 只 能 a.s. 地 取 两 个 值 和 =, 故 由 上 式 易 解 出 到: 取 值 4 
和 的 概率 分 别 是 v/v 一 起 和 一 w/tv 一 &). 这 说 明 结论 {2} 成 立 ， 
注意 1 一 1 多 ,zt 这 0} 仍 洲 足 定理 2.2. 20 的 条 件 , 故 我 们 又 有 
EC(Wi— rr) = EWi= 0. 





这 笠 , 允 得 到 
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Fr= EW: = Wo a vu/ 一 2 一 一 20， 

即 纤 论 63》? 成 立 . 证 完 . 

我 们 再 来 建立 任 一 满足 (3.4.1) 的 df 三 与 4.f. 族 

{Gusw) ES) 

的 联系 . 这 种 联系 一 且 建 立 ,那么 通过 引 理 3.4.2 就 可 以 把 中 与 
Wiener 过 程 挂 上 物 , 以 利于 嵌入 的 进行 . 

引 理 3.4.3 对 任 一 满足 (3.4. 1) 的 非 退 化 d.f. 下 ,存在 概率 
空间 (如 ,多 ,号 ) 和 它 上 面 定 义 的 fr.v.U 各 人 V, 使 下 列 两 式 成 让: 











(3. 4. 4) PK EN) 一 上 
【3. 4,5» 了 Crirtty = FO), teER. 
证 明 记 


“一 一 | :dF (tt) =| dF CO). 

to—m sD) [2 . 

由 了 于 五 非 退 化 , 故 xD0. 又 由 于 

vdF GodF Cv) =| vdF co)| dF(u) =aF co) 
《Te {on 


[下 和 让 妆 


和 
jj udF de) 一 | udF le) | dF w)=—all—F(0)], 
{0 Oy : 


EE 


旅 
Cv — udFoeddF) = aFO) + all — FO)]= a. 


[0 
于 是 ， 
Cr 一 or 由 (wy adF OdFG), zyER 


EE EHV 


[ET 
确定 了 一 个 二 元 df. .构造 一 个 概率 室 间 (2, 多 ,PP) 使 它 上 面 定 
六 的 rv. 和 VV 满足 
(UV 
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则 易 见 (7,Y) 满 足 (C3.4.4). 此 外 ,对 任何 EGG 玉生 


EGu yt 一 五 Te 十 Elvan 





V5 
=a | | vdF (udF tw) 十 i Go — wdF (dre) | 
uD 本 
an vt 
=e!|[ i vaF (udF (wv) 一 il vdF (uydF (vw) 
sr FD 


轩 i adP (udP(w) | 
Pe 
=a il{aF(O—afF(O— FGIAO—a FO — FOIYo} 
=F(#). 
坡 (3. 4.5) 亦 成 立 .证 完 . 

下 面 ,我 们 把 引 理 3. 4. 2 与 具有 性 质 (3. 4. 4) 和 <3.4. 5) 的 随 
机 疝 量 (U,V) 结合 起 来 ,以 闸 明 满足 (3.4.12 和 (3.4.2) 之 由 工大 
与 Wiener 过 程 之 联系 ， 

引 理 3.4.4 设 三 ={ 了 sr 衬 人 是 概率 空间 (DO,. 多 ,已 ) 上 的 
Wiener 过 程 , C0, 是 同一 空间 上 与 全 独立 的 r.v ,满足 (3. 4， 
4) 并 且 使 (3. 4.5) 对 某 一 五 成立. 令 

多: 一 1 和 7 雪 和 上 六 用 
T= TV W) 一 in 人 和 7 
(约定 inf 安 = 一 ). 则 

(1) FF 是 一 个 d.f.， 

(2) Tr 是 { 训 ,,t 守 0} 的 a.s. 有限 的 停 时 ; 

(3) 下 列 关系 式 成 立 : 

(3.4.6) W.~F; 


(3. 4, 7) Er 一 EW: = | ridF Cr). 
及 


证 明 结论 筷 ) 和 (2) 是 显然 的 . 往 证 C3). 以 二 记 (0, 丰 的 
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df. 由 于 ,WD 与 W 独立 并 且 满 足 (3.4. 4) 和 43. 4. 5) ,利用 引 [ 
理 3.4.2 之 人 42? 可 得 
PO | = PW mw S XIdH (nw) 


[ 


| 


| Cue TIdT u,v) 
【TD 号 


— EGrv (x) 一 Fx). 
因此 (3.4.6) 成 立 . 类似 地 ,利用 引 理 3.4.2 之 43) 又 可 得 
Er(U VW) = 中 Ertuv, WdH Cw) 


《en 


一 | — uudH {un) 


Ce 


一 j| 上 ceaz) AH ew) 


[| 
=| dFCir), 
桓 


从 而 (3.4.7) 亦 成 立 . 证 完 . 

现在 ,我 们 可 以 完成 定理 3. 4. 1 的 证 明 . 事实 上 ,我们 将 证 朋 
一 个 更 ~: 般 的 结论 一 一 定理 3. 4. 5, 而 定理 3, 4. 1 是 它 的 一 个 特 
殊 情 形 . 

定理 3.4.5 对 任 一 满足 (3. 4.1) 之 d.{.F, 存 在 一 个 概率 空 
向 (如 ,多 ,P) ,在 它 上 面 定 六 着 一 个 送 Wiener 过 程 {Wy. ,yt 这 0) 
以 及 {多 训 t 社 0) 的 一 个 a.s. 有限 的 停 时 序列 {rz.,n 这 1) 使 得 (约定 
t=0) 

《1 (11) iid. 量 





(3. 4. 8) kr, 一 { dF Cr); 
RR 
(2) (WW. nl) Lid 有 
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《3.4.9) V ~ 
证 明 由 引 理 3.4.3 易 知 :存在 概率 空间 ( 开 , 罗 ,和 它 上 面 
定 文 的 让 id. 的 随机 向 量 列 {( 加 ,Vn 这 1} 使 对 每 # 这 1, 下 列 丙 
式 成 立 ， 
ACCCwY ES) 一 1; 
ECGev (t= FF), 1 ER, 
其 中 EE, 表示 ( 尽 , 久 ,pr) 上 的 期 望 算 子 . 及 以， 记 (CL9,ce ,cL0， 
co)) 上 的 玉 Wiener 测度 . 令 : 
= x C0,00); 
= x R000)} 
P=—=prXx ur 
及 对 每 x 入 ,yEC[0,00), 令 
U, (xX,y) 一 U(r), n = 1]: 
Vy = V(r) nl1: 
Wer,y) 一 3， 
易 见 :W 是 (0, 这,P) 上 的 Wiener 过 程 ;1C7 7 节 1} 是 同一 
概率 空间 ii.d, 的 与 三 独立 的 随机 向 量 序列 而 且 对 每 n 污 1， 
PO ES 一 1 





以 及 
EGo rt 一 天 (入 如 

成 立 , 再 令 

有 一 GUN 
则 不 难 见 {F, ,多 ,,t 衬 0} 是 一 个 适 Wiener 过 程 . 下面 ,我 们 将 归纳 
地 定义 1.v. 序 列 {T, ,rn 这 1) ,证 明 它 是 { 史 zz0} 的 as. 有 限 的 停 
时 序列 并 且 使 定理 的 结论 (1) 和 (2) 成 立 ， 

对 每 a 闵 1 和 t 演 0, 记 

FaU VD) EAECnW, 0 

令 
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rm 一 inf 人 OW, & CU VD}. 
由 引 理 3. 4. 4 可 制 司 是 { 罗 和 于 衬 伟 的 as, 有 限 的 停 时 并 旦 
《3.4.8)? 和 (3. 4.97? 成 立 . 设 对 某 & 六 1 ,存在 二 ma 使 得 
入 .对 ;一 1… 和 sr 是 { 儿 人 0 的 a.s. 有限 停 时 ， 
Brmyr -rr 一 rz 独立 同 分 布 ; 
CW 一 WW 一 矶 ,独立 同 分 布 . 





仿 
ri = 人 下 
我 们 征 证 

ar 是 { 多 拆字 中 的 as 有 限 停 时 ， 

由 命题 1. 2.7,W, 关于 多 区 可 测 , 又 对 每 :六 0 用. 关于 罗 旬 
可 测 , 但 .多 各 CC 多, 人 CC, 散 多 ,一 W。 关 于 可 
测 . 再 注意 了 + 关于 .多 "可 测 :我 们 知 WW 一 Ws 一 Vsti 关于 
8 如 可 测 . 于 是 ,对 每 e>>0 和 每 0<es<st<oo, 有 

{mW WV ETH ECR, 
对 任 1 宇 0; 以 D, 记 [0,tj 中 的 一 个 可 数 稠 集 , 则 由 上 式 推 知 





《3. 4. 10) {ti 拖 ti,W,,, We > oy} 
der< ssW, — We > Vi — 5) 
eeED, Ei 
门 {Vi > 3} 

E Ft 

对 每 y>0 成 立 , 从 而 
(rn Sb We, — Ws > 0 € Fn. 
类 和 似 地 可 证 
{ A tH, We < 0} Ft, 上 站 总 ， 

把 以 上 两 式 与 
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《ma < tsW 
合并 ,我 们 得 


Tt Ww 一 CG} 一 { Fl1 一 0} 短 Rt, i 这 0 
{fr Et 

这 说 阴 区 1 是 1 ,t 守 0} 的 停 时 , 由 Wiener 过 程 的 强 马 氏 性 
知 W470 二 {Wr 一 Wt 沪 0) 是 一 个 Wiener 过 程 ,又 注意 WT? 
与 (UniyVs_1) 独 立 , 表 - 


(3.4.11) Fi 一 有 CT 
由 引 理 3. 4.4 便 知 mia.s. 有 限 且 
三 
(3, 4, 12) Dn 
| d 
(3.4. 13) WW Ww. 


b. myz 一 ml 一 号 独立 同 分 布 
由 定理 3. 1.6 知 厂 信 与 多 多 独立 . 由 (Ce 与 
Bo Pl Eb NWO) 

独立 以 及 多 内 CF 又 知 (U41,Vii) 亦 与 由 独立 , 于 是 由 
《3,4,11}) 知 re 一 局 与 多 守 独 立 ， 但 是 ,rr 一 间 wm 一 zi-_1 询 
关于 入 中 可 测 , 故 rt 一 有 与 阅 fs 一 r 下 1 独立 ,这 一 事 
实 加 圭 假 设 8 和 (C3.4.12) 即 知 b 为 真 . 

Cc WW WW 一 全 独 衬 同 分 布 . 

表 





Wi — Ws = WH 

由 于 W331+? 和 避 i1 一 zt 拘 与 . 灾 澡 独立 , 故 仇 ,一 Wi 亦 与 多 多 独 

立 , 由 于 WW 一 WW 一 W, 均 为 多多 可 测 , 故 又 进而 

推 知 丈 - ,一 Wi 与 We Ws 一 WW 一 WY 独立. 这 -一 事实 
加 上 假设 C 和 (3. 4.13) 式 即 得 c. 

根据 数学 归纳 法 ,我 们 通过 以 上 过 程 可 构造 出 一 个 r. vy. 序列 

{rn 这 1) ,对 每 n 汪 1,75, 蚌 {名 让 ,i 守 0) 的 a.s. 有限 停 时 并 且 定 理 
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的 结论 (1 和 人 2) 成 立 . 注 意 对 每 zz0 均 有 
CF 1. 


故 对 每 mn 宇 1,5 也 是 (多,,t 这 0} 的 a.s, 有 限 停 时 . 证 完 . 
习 题 3.4 


1， 设 CQ,F,P) 蚌 一 概率 空间 .定义 在 人 XR 上 的 函数 
GC，,*，) 满 足 

《1) 对 每 waERN,Glw,，) 是 一 个 d.i.; 

C2) 对 每 zxEER,GC， ,7) 关 于 多 可 测 ， 
试 证 明 

(C1) 对 每 <E 妨 , 令 

Fr) = EG 二) ， 

则 玉 还 是 dfs 

C2) 对 任何 非 负 Borel 可 测 函 数 六 


| /edar ea) 一 E| fac :dx), 


2. 设 下 是 一 d.1. , 令 . 
PF r= int(t€ RF A}, Or 
试 证 明 
(1) 下 是 (0,1) 土 定义 的 非 降 , 左 连续 的 实 值 函 数 ， 
(2) 以 区 表 50,1) 上 均匀 分 布 的 rv.， 则 
F (UO 一 下; 
3. 设 非 退化 d.f. 王 在 :一 0 连续 日 
| ur) = 0. 
试 证 明 
(1) 0<F(ON) 1, 
(2) TF OF Cr 0, rE (ry), 
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(3) 令 


sz) 一 | F- {gydu, F(O) Ez 
Frby ” 


Br) = fe Gods 0 < re FO), 


刚 存 在 ZF(0) ,1) 上 严 降 的 绝对 连续 函数 g 便 
Blg(rz) =— atr}), FO RTXT1; 
(4) 令 
玉 二 [FC0),1), 
哆 一 [TFC9 ,1) 站 殉 ， 


P(B) = fa g(x)dx,， BE 


Utz) = FE (g(r)), xzEX, 
Vz}= F(x), KrKEX, 

则 (了 K,. 客 , 记 ) 蚌 一 概率 空间 ,UV 分 别 是 非 正 和 非 负 的 r.v. 而 且 
(总) {=0)= {Y= 0, 
(BY Erve) = Ft), ftER. 

(5) 去 掉 玉 在 :一 0 连续 的 条 件 , 仍 然 存 在 概率 空间 (CX, 老 ， 
也 ) 种 它 上 面 定义 的 非 正 7.v.U 种 非 负 7r.v.V 使 (4) 中 的 (CA),(B》 
上 成立. 

4， 证 明 (3. 4. 107 中 的 等 式 . 

5， 设 = 你 ,1 庆 0} 是 概率 空间 (82, ,了 P) 上 的 古 连 续 过 程 . 
试 证明 

(1 EC 二 信 (w) ;wDN,t 闫 0} 作 为 虽 X[50,co) 上 定义 的 孙 
数 是 多 X[L 朋 站 L0,ce) 可 测 的 ; 

(2) 如 = 是 (8 多 ,PP) 上 的 mv 则 所 仍 是 这 个 概率 空间 上 
的 rw 

《3) 如 E 和 = 与 多 的 一 个 子 c 域 哆 独立 , 刚 扣 与 只 狼 立 ， 
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第 四 章 。 弱 收 化 理 论 


设 12. ,an 六 1]} 是 ii.d. 的 rr. 序列 ,对 每 ? 池 1, 天 一 0 五 6 一 

1 ,并 旦 记 S. 一 六 6 .众所周知 的 一 个 中 心 极限 定理 是 
lim PCS_ /m2 ETOP), rER. 

上 式 左 端 极限 号 内 荐 r.v.S./n 忆 的 d.f. ,而 尖端 是 一 个 标准 正 态 
d.f.. 因此 ,我 们 把 它 称 为 r,v, 序列 (5S,/rl 人 ,rn 字 1} 依 分 布 收 钱 到 
标准 正 态 分 布 .r.v. 序列 的 d.f. 对 应 着 展 中 的 一 列 概 率 测 度 , 因 
此 ,从 更 基本 的 角度 看 ,上 述 中 心 极限 定理 说 明了 一 列 概率 测度 在 
某 种 意 多 下 收敛 到 正 态 分 布 的 概率 测度 . 这 里 奈 说 的 某 种 意义 就 
是 指 的 能 收 煞 . | 

随机 元 序列 的 依 分 布 收 化 或 屋 率 测度 的 弱 收 伍 是 概率 论 关 心 
的 基本 问题 之 一 . 曲 在 18 世纪 中 期 ,de Moivre 和 Laplace 就 对 
i.i,d, 的 Bernoulli 序列 得 到 了 中 心 极限 定理 ,而 Lindeberg-Feller 
定 埋 则 完成 于 本 世纪 的 30 年 代 . 把 中 心 极限 定理 从 独立 和 向 非 独 
艺 的 情形 推广 一 直 是 人 们 努力 的 “个 方向 ,我 们 在 第 二 节 般 述 的 
著 的 中 心 极限 定理 大 致 形成 于 本 世纪 的 70 年 代 . 1951 年 Donsker 
提出 了 他 的 著名 的 不 变 原 理 ,引起 了 关于 随机 过 程 的 依 分 布 收 误 
的 研究 并 导 牧 了 1956 年 Prohorov 定理 的 产生 ( 见 第 四 节 ), 极 大 
地 丰富 了 颖 收 傅 理 论 的 和 肉 容 . 

本 竟 的 内 容 将 这 样 安排 :首先 ,我 们 介绍 距离 空间 概率 测度 弱 
收 或 的 一 般 理论 :然后 再 分 别 讨论 款 和 独立 租 的 中 心 极限 定理 :最 
后 介绍 Prohorev 和 Donsker 的 定理 . 在 第 三 节 我 们 还 安排 了 中 心 
极限 定理 收 敏 速度 的 讨论 . 应 该 指出 ,这 些 肉 容 的 安排 对 弱 收 伍 理 
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论 的 各 种 提 法 或 许 只 能 起 到 一 种 "点 到 为 止 "的 作用 . 不 少 重 要 的 
内 容 , 如 关于 独立 r,v. 阵列 行 和 向 无 穷 可 分 分 布 律 收敛 的 一 般 理 
论 , 关 于 各 种 混合 条 件 下 部 分 和 序列 的 依 分 布 收 仇 , 关 于 取 值 于 
DELo,1j 空 间 柄 机 元 的 依 分 布 收 敏 以 及 关于 经 验 过 程 的 弱 收 敛 等 
都 限于 篇 幅 未 能 提 到 ,有 兴趣 的 读者 请 参考 有 关 文 献 . 


第 一 节 ”距离 空间 概率 测度 的 弱 收 伊 


1.1 能 收 笋 和 傅 分 布 收 俩 


设 革 是 一 疆 定 的 距离 空间 ,w 记 四 的 距离 , 光 记 六 的 Borel 
集 系 ,信和 它 分 别 记 芒 的 开 集 系 和 闭 集 系 . 
定理 4.1.1 设 疡 和 {jw,n 宇 1} 是 (外, 噬 ) 上 的 概率 测度 . 则 下 


列 命题 等 价 : 
(1) 对 革 上 任 一 有 界 实 值 连 续 困 数 ,有 
4.1.1) lim| fap = | fd 


《2) 对 天 上任 一 有 界 一 致 连续 的 实 值 画 数 f, (4. 1.1) 成 立 ; 
(3) 对 每 FE ,limsup wa (FEAF); 
(4) 对 每 GE Oliminf p.(C) nO); 
(5) 对 每 BE 当 , 如 (38) 二 0, 则 
Jim Ap 《五 ) 一 ptB). 
证 明 采取 下 列 路 线 : 


现 详 细 论 证 如 下 . 
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(=-(2) ;1 显然， 
《2) 一 (3) :如 天 E 宇 , 则 
Ga, = {rE RPx FF) El/m} FF. 
对 任 给 se20, 取 产 使 GED)<es. 再 对 此 天, 作 有 界 一 致 连续 函 
数 如 同 (1.4. 2), 当 (2) 成 立时 便 有 


limsup £0608) =limsup| LA SE liminf | fd 
Mo HN or FF 本 .Po 天 
=| an 一 [ fdp 


. SRG) < HF) TE 
土 式 令 e->D, 得 (3). 
(3) 过 001); 先 证 对 一 切 有 界 实 值 连续 函数 上 有 


C4. 1. 2) Limsup| du < [ fdp. 
考虑 满足 0<7 一 1 的 连续 画 数 f 当 (3) 成 立时 对 每 正 整 数 有 有 


二 
msup| 7ap Slimsup DY /pl — Dk SS < ik) 
oe msup 2 


二 
a ~limsup[ Dy /4df i/8) ]/k 
No 1 一 ] 
证 
ed: 
i f 二 站 


二 
= Oa DiRT Cifk) 
i 二 1 
中 
一 1 十 ZI[G 一 TAG 一 1 大 执 了 < 有) 


<1A 十 | an 


上 上 式 令 & oo, 即 知 {4. 1. 2 对 这 种 特殊 的 连续 函数 了 上 成立 , 对 一 
般 的 有 界 连 续 函 数 f, 取 a<8 使 a<f<B, 那 么 令 gg 一 Cf 一 a)/ 
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C8 一 92), 则 g 是 满足 0<g 二 1 的 连续 函数 . 对 8 用 (4.1 2) 即 知 
(4. 1.2) 对 - 般 的 有 界 连 续 函 数 f 成立， 

再 说 明 (4. 1,2) 对 一 切 有 界 连续 函数 成 立 就 意味 着 (4. 1. 1) 对 
一 切 有 界 连 续 函 数 成 立 , 事实 上 ,如 了 是 有 界 连 续 函 数 , 那 么 一 了/ 
亦 然 . 而 以 一 六 代入 (4. 1.2) 可 得 


liminf | dan > | fdg. 
把 上 和 式 和 5d4.1. 2) 合 并 即 是 (4. 1. 1). 
《3) 司 (4) ;显然 . 
C3) ,C4 于 (5) ;如 (C3) 和 和 <4) 成 立 , 则 对 任何 BE€ 滨 ,jp(98)= 
0, 有 





有) 一 BD) < liminf A CB') 
< liminf iB) 所 limsup uCB) 


Slimsup mB OB 一 p(B), 


故 (5) 成 立 ， 二 
C5) 二 (3); 若 EF, 对 任 >0 :党 


Fi= {rE Xr F) Re), 6,- = {XE py, Fo 
则 有 
aFs = FNPF CC Fa\Gs = {x EE Rp(r, FY) 一 个 }. 1 
因此 ,如 5>0 是 (Fs) 的 连续 点 , 则 2 
CAFa) <S Fa\Cs) 一 0， 
从 而 当 (5} 成 立时 得 
limsup #4 CF) & limsup pu (Fa) 一 limp Fs) = pC Fs). 
由 于 AtFi) 的 连续 点 在 (0,ec) 中 再， 上 趟 中 令 4 沿 着 jt;) 的 连续 
点 趋 于 4 即 得 (3). 定理 证 完 . 
下 面 定 义 距 离 空 间 概率 测度 弱 收 合 的 概念 . 
定义 4.1.1 设 g 和 {pmsn 之 1) 是 (X, 侣 ) 上 的 概率 测度 .如果 
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定理 41,1 中 上 ) 一 人 4) 之 任 一 条 满足 , 则 称 {2 空 1 对 收 伊 到 
司 记 作 py | 

我 们 再 通过 弱 收 化 的 概念 来 定名 依 分 布 收 伊 的 概念 . 

定 兴 和 .2 设 对 每 n 宇 1,é& 是 定义 在 概率 空间 00.,. 久 ,, 也 ,) 
上 而 有 取 值 于 疝 一 距离 空间 六 的 随机 元 . 如果 对 于 (党 ) 上 的 概 
率 测 度 px, 省 
(4.]. 3) PEér1 > p, 


则 称 {S.az21} 核 分 布 收 分 到 号 记 作 总 二 /如果 (41. 3) 成 立 旺 
右 端 的 二 愉 是 基 一 概率 空间 (O, 肌 ,PP 到 {( 生 ,< 闻 ) 的 随机 元 二 的 分 


布 , 则 称 仿 .,w 尝 1} 依 分 布 收 合 到 5, 记 作 6 他 
我 们 对 上 述 定义 作 三 点 说 明 :第 一 ,我 们 只 对 距离 空间 的 概率 
测度 定义 了 弱 收 敛 的 概念 ,一 般 地 说 ,只 有 当 基 础 概率 空间 具有 一 
定 的 拓扑 福 质 时 ,才能 定义 它 上 面 的 概率 测度 的 弱 收复 ;第 二 , 计 
簿 机 元 序列 的 依 分 布 收 敏 ,甚至 不 必要 求 它们 定义 在 同一 个 福 
将 间 上 上 ,和 而 只 要 求 它们 取信 于 同一 距离 可 测 空 间 ; 第 三 ,到 值 于 
离 空间 的 随机 元 序列 的 依 分 布 收 化 ,本 质 上 就 是 这 列 随 机 元 取 
的 距离 空间 上 概率 测度 的 弱 收 敏 , 因 此 ,我 们 以 后 只 狠 述 概率 测 
收 笋 的 有 关 结论 ,而 希望 读者 能 把 它 要 翻译 成 依 分 布 收 笋 的 


1.2 莫 收 敏 的 充分 杂 件 


定理 4.1. 1 给 出 了 一 组 台 收 化 的 等 价 条 件 . 但 是 ,这 些 茶 件 并 
不 未 远 是 好 验证 的 . 西 此 我 们 给 上 出 下 到 容易 验证 的 充分 条 件 . 

定理 4.12 设 g 和 {pin 之 1} 是 中 离 空 间 久 十 的 概率 测度 ， 
如 C 禾 是 一 个 x 系 . 如果 对 每 AE， 
(4.1.4) A) pA) 








成 立 , 则 当下 列 条 件 之 一 成 立时 有 上 一 4 
(1) 对 每 GE 如, 存在 (A&E 宇 1} 入 ,使 


C4. 1.5) G= (a 
kl 
(2 六 可 分 又 对 每 xEX 和 每 e>0, 存 在 AE 加 使 


rE€EACACUC,E). | 
证 明 在 条 件 () 之 下 ,对 人 尾 GEG, 取 14., 上 全 1} 性 四 使 


(4.1.5) 戌 立 , 则 对 任 给 。>0, 存 在 一 个 名 使 2(6) 一 台 | LA 二 
s 从 而 由 (4,1, 4) 推 知 


HO — en [4 


k=1 


名 
一 (一 1341 > Hp(4 NN 4) 


1 


一 Tim De 1 3*-! > pa 门 … 门 44.) | 


Hon 1 
如 
= limp,l (J A | < limint po (GO), 
丫 - = CC 二 He itr 


上 式 中 令 se-=0 有 妈 知 定理 4. 1.1 之 <4) 满足 , 豆 p 字 jp 
在 条 件 (2) 之 下 ,如 GE 人 2, 则 对 每 zx 人 EX 可取 >0 使 . 
LTCzoeCC 而 对 此 总 >>0, 和 可取 4.E 字 使 
TEAC A CCU,E,). 
于 是 ,对 任 {zskzTICGCG 均 有 


名 C Ua co. 
但 是 ,1A?,rxEG} ;是 G 的 开 履 盖 而 多 又 可 分 ， 玫 从 中 又 可 取出 


的 一 个 可 数 子 覆 盖 , 也 就 是 说 ,一 定 存 在 {x 站 宇 1} CG 使 
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这 样 , 我 们 就 有 G 一 4 ,从 而 说 明了 (2) 到 售 (1). 定理 证 完 


作为 定理 4 1.2 的 一 个 应 用 ,我 们 来 讨论 六 上 概率 测度 的 聘 
收 义 . 用 符号 CC 来 记 吕 上 实 值 函数 了 的 连续 点 的 全 体 ,我 们 先 
回顾 -下 右上 4d.f. 弱 收 全 的 概念 . 

定 交 4.1.3 设 五 和 {Fr,,n 庆 1} 是 RR 上 的 d,f. .如 果 对 每 工 E 
CCF) 均 有 

FCT) > FCOr), 
则 称 {F,a 之 1) 弱 收 敏 到 产 , 记 作 FF 

正如 我 们 在 第 一 章 第 四 节 所 提 到 的 ,如 上 的 概率 测 麻 jx,d., 
和 c.f. (特征 函数 将 缩写 为 c.f. 7) 之 间 有 1 一 工 的 对 应 关系 ,下 
列 的 么 表明 , 员 上 概率 测度 列 的 弱 收 效 ,d.f. 列 的 弱 收 合肥 cf, 列 
的 收 钱 之 间 也 有 对 应 关系 . 

系 4.1.3 设 1j6,n 字 1} 是 尽 上 的 概率 测度 列 ,{F,,n 衬 1} 和 
{fan 全 1) 分 别 是 对 应 的 d.f, 列 和 cf. 列 . 则 下 列 三 种 说 法 等 价 ; 

《1) 存在 忍 上 的 概 训 测度 使 

pa jes 
《2) 存在 R 上 d.f. 玉 使 
FF 
《3) 在 在 尽 上 在 0 点 连续 的 复 信和 咀 数 f ,使 对 每 :ER， 
Fl) > fs 
而 吕 这 时 五 和 隔 分 则 是 yg 对 应 的 d.f{f, 和 c.f.. 

证 明 (2) 和 和 (3) 等 价 而 日 此 时 了 是 下 对 应 的 了 就 是 初等 概 
率 论 中 的 Levy 连续 性 定理 . 故 只 需 证 (1) 守 (2), 01) 一 (52) 而 且 正 
就 是 pg 对 应 的 df 万 是 定理 4.1.1,(5) 之 推论 . 故 又 只 需 证 (3 一 
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(1) 加 2) 成立, 取 一 个 如 下 的 x 系 
SG= {bab E CRF) Hb), 
则 对 每 ae, 的 将 有 ,有 
AGO] 一 FB) 一 下 (ae 而 人) — Fla) = pla:b]. 
由 于 天 = 及 可 分 ,又 出 于 CE 在 员 中 釉 , 故 定理 4,1.2 之 条 件 
(2 满足 ,从 而 人) 必须 成 立 妊 m 必 是 王 对 应 的 概率 测度 .证 完 .， 


1.3 乘积 距离 空间 概率 测度 的 弱 收 伍 


设 1Ki300 i 一 1,…, 世 是 距 商 可 测 空间 .以 (于, 多) 记 其 乘 
积 距 离 可 测 空 间 . 设 是 ( 芝 ,. 过 ) 上 的 概率 测度 . 对 每 上 一 1，…,， 
以 zw 记 六 到 天 ;的 投影 映射 并 令 Am 一 pr. 

定理 4.1.4 设 上 和 {gp,n 实 1} 是 冬 积 路 离 空间 { 芝 ,. 和 如 ) 上 的 
概率 测度 . 如 果 对 每 :一 1,…,&,X, 是 可 分 的 , 则 py 字 py 当 目 仅 当 
对 每 ;一 1,… ,对 每 满足 nC3B,) 一 0 之 B,E. 滨 ,有 
(4.1.6) | XB — Al XB.). 

证 明 必要 性 ， 对 吞 i==1,-…,n; 每 B; 写 :各 ,有 


中 X= [XX 芭 入 XX 且 "c [XIN[X 节 | 




















| (Ns 'B- IN 门 二 志 U L{xi :Br ON\ Cnr BI)] 


= (Jar'caB). 
i 
因此 当 gai 10380)0) 一 p03B,) 一 0 对 每 i 二 1;…,n 成 立时 必 有 
4 3( 义 B)) =0. 由 定理 4.1.1 之 (5) 即 知 加 字 p 比 会 (4.1.6) 


对 一 切 满 是 nxn”(9B) 一 0 之 BE 名 (一 1,…, 衣 ) 成 立 . 
充分 性 ， 由 于 下 1 可 分 , 故 
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贸 二 义 澳 


i 1 


(定理 1, 2,1). 今 


= {XB:BE Bn (a B) 一 0 一 1 


不 难 见 妇 是 久光 中 满足 定理 4. 1.2 之 条 件 (2) 之 x 系 . 利用 定 


理 4.1,2 即 知 (4.1.6) 蕴 会 nx 证 完 . 
我 们 可 以 利用 定理 4. 1.4 来 讨论 R 上 概率 测度 的 弱 收 伍 , 设 
是 一 个 训 维 df 以 FH 记 玉 的 第 i 个 边缘 d.f. ; 即 


FF (zi 一 Flooyrm oo Tos oo) ; zh. 


i—1 
定 光 4.1.4 设 下 和 {Foaz 六 1} 是 点 维 d.f .如 果 对 每 二 一 
Cr 千本 人 《RD 一 下; 有 
F(x) -» PFC), 


则 称 {P,sa 闵 1) 绊 收 敏 到 三, 记 作 二 FF. 
回顾 尼 维 d.f. 下 的 c.f, 了 的 定义 
fu 四 [expl i Dx) dF (Cri ae), (Fj ER 
1 总 
和 多 维 的 Levy 连续 性 定理 ,由 定理 4. 1.4 易 得 
系 4.1.5 设 {p.,n 宇 1} 是 RR 上 的 概率 测度 ,1{F,,n 实 1} 和 
{人 宇 1} 分 别 是 对 记 的 df, 和 cf. 则 下 列 三 种 说 法 等 价 、 
(1) 存在 及 的 概率 测度 jy 使 


er 


HA 
(2) 存在 如 上 的 d.f.F 佳 
FF, 
《3) 存在 形 上 在 (0,…，,0) 点 连续 的 复 值 函数 了 ,使 对 每 {4， 
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"全 民有 
了 
这 时 正和 分 别 是 x 对 应 的 d.f. 和 cf.， 
这 个 系 的 证 明 请 读者 完成 - 


1. 4 距离 空间 映射 导出 概率 测度 的 弱 收 敛 


设 (Y,) 和 (XX",p' ) 是 距离 空间 ,其 开 集 系 , 闭 集 系 及 Borel 
集 系 分 别 记 作 此 和 狐 * . 贸 和 安 ' 以 及 妥 和 吗 ' .又 设 上 是 ( 苇 ， 
名 ) 上 的 概率 测度 ,是 (XX, 和 狼 ) 到 ( 玉 ' ,: 久 * ) 的 可 测 映 射 . 令 

uAB = gf (BI), BB € BB" 

并 称 之 为 地 的 导出 测度 (用 第 -一 节 的 话说 ,上 是 ( 工 , 史 ,到 (7 ， 
多 ') 的 随机 元 ,4 广 ! 是 这 个 随机 元 的 分 布 ). 对 子 (X ,259) 上 的 概率 
测度 列 (j6,n 这 1 和 (X ,多 ) 到 (XX* ,99* ) 的 可 测 映 射 ,我 们 的 任 
务 是 研究 





(4. 1.7) Ln 
和 

(4.1. 8) pf pf! 
之 间 的 关系 ， 


引 理 4.1.6 设 了 是 (XX, 门 到 (K*, 才 ') 的 任 一 喘 射 ,Dr 是 了 
的 不 连续 点 组 成 之 集 . 则 
站 EE - 淘 , 
证 明 以 卫 记 正 有 理 数 的 全 体 组 成 之 集 . 对 任 给 e>0 利 人 > 
0, 以 Gos 记 革 中 这 样 的 xz 组 成 之 集 :存在 y,zE 有 ,使 pty,z) VY 
plz ,TI 但 oCftg) ,fCz)) 这 Ee, 不 难 见 


Dr = U (| Ge 


ET 
国 此 ,为 证 引 理 ,只 需 证 对 每 e>0 和 85>0,G.sE€@. 为 此 ,只 需 注 
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意 , 如 zE Go 则 可 取 y,zER 使 plysz) < 之 6,p(z,x)<<6 及 
0p" CACx) ,f(y)) Be. 这 时 令 
POY TI VY plzsT) > D0, 
则 当 playx) < 之 a 时 就 有 
ORY (十 交合 
RS 十 Ce 
Pp (f(y) fz)) Fe. 
这 说 明 UCz,0) CGas. 证 完 . 
定理 4.1.7 设 蚌 (X, 秒 ) 到 (XX', 吕 *') 的 可 测 映 射 且 
AD 一 0, 刚 (4.1.7? 蕴 含 (4.1. 9)， 
证 明 对 任 给 的 五 " 反 客 ' ,我 们 先 证 
(4, 1. 9) CE 六 UDP 
为 此 ,又 只 需 证 
CIF \D/ CC FF'Y. 
设 XE CFCE*))TNDy. 此 时 ,由 于 xE C1(F"))-, 故 可 取 zx,E 
了 RD) 使 ptzs,x) 一 0; 由 于 Xz 专 DD y 故 及 必须 有 pp* (f(x,)， 
ADDO. 但 fz) ERF'*E, 故 又 进而 扒 知 f(x)EF" 从 而 xE 
了 CF"). 因此 (4 1. 9) 得 证 . 
如 果 (4. 1.7)? 成 立 并 且 jxDy) 一 0, 那 么 由 定理 4.1.1 之 (3) 太 
刚才 证 明之 (4. 1. 9) 即 得 
limsup (pf ) CF ) 
一 limsup pCf™ CF*)) limsup (Cf (PF*))) 


pF LF! 四 RCI 十 下 
一 AR) = Cp YF). 
据 定理 4.1.1 之 (3), 上 式 意味 着 (4. 1.8). 证 完 . 
把 上 述 定理 应 用 于 蕊 * 一 R, 得 
系 4.1.8 对 于 距离 裤 间 到 上 之 概率 测度 和 {pn 宇 1}， 
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(4. 1.7》 成立 之 必要 充分 条 件 是 对 上 任何 有 界 实 值 连续 函数 
了 (4.1.8) 成 立 . 
证 明 ”必要 性 芒 是 定理 4.1.7 之 推论 . 为 证 充分 性 ,对 任 有 界 
实 值 连续 函数 了 ,| 所 MM, 令 
— M,. t&— M, 
so .| < ay， 
AT， tM， 
则 当 人 好 , 1,8) 成 立时 ,由 定理 4,1.1 之 人 1) 及 定理 1,1, 2 推 知 


im| fdr) =lim| gf Gry d2) =lim| gl) Caf YC) 
Ho Em mc 是 








-| srDap=| frpcdz). 


据 定 理 4.1. 1 之 (17, 上 式 意味 着 (4. 1.7). 证 完 . 

下 面 ,我 们 利用 定理 4. 1.7?7 和 系 4.1.8 来 计 论 R™* 上 概率 测度 
的 验收 伍 . 对 每 x 关 1; 以 zw 记 到 展 的 投影 映射 . 先 证 一 个 引 
. 理 . 





引 理 4.1.9 对 任 £ 守 1 和 任 ACR*， 
C4. 1. 10》 a fnrl4) 一 ALC34)， 

证 明 由 于 投影 映射 x 是 距离 空间 (R” ,4 ) 到 距离 空间 
《ct 的 连续 了 映射 , 故 对 任 ACR,rilA? 和 zw 14- 分 别 是 "中 
之 开 集 和 财 集 ;从 而 

B(x tA = Gr A Narrt A CartAT yr'A? 
= nA NAD) = wr (9A). 
因此 ,为 了 完成 引 理 的 证 明 , 只 需 再 证 
(4.1.11) TaA) CC atri'Ad). 

设 EC0a4) 由 于 此 时 mzE 34, 故 rz 的 任 一 邻 域内 既 
有 人 如 的 点 ,又 有 的 点 .因此 存在 a Ce? ,wa jEA 和 BB" 
二 (BB EA'(n 之 1) ,使 当 n->cc 时 ,有 
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da ,Ar > 0 dB™ ,Ar) > 0, 


从 而 亦 有 

《4. 1. 12) (ef A Te Ts 
CID ses BE yep) > 

但 是 ,我 们 知 


Ca ya re) E Ai'A; 
《8 se BE Tap) E AEA = (Cri!'A)’, 
故 (4. 1.12) 又 意味 着 在 z 的 任 一 邻 域内 既 有 zr!A 的 点 妈 有 
(xf47 的 点 . 这 说 明 zE acxr'4) 于 是 5C4, 1.11) 得 证 , 引 理 证 


rr 
1 


设 : 是 六" 上 的 概率 测度 ,对 每 >] ,每 (zi ,所 RR, 邻 
Fr Ta) 一 Cearr )! XX 《一 ceyzi]】 : 


我 们 称 {F 中 ,nxn 宇 1} 为 & 对 应 的 有 限 维 d.f. 族 . 

系 4.1.130 设 疡 和 {m,n 宇 1}) 是 (R", 吏 ") 上 的 概率 测度 
{上 这 1} 和 {FY 率 字 1;n 字 1}) 分 别 是 对 应 的 有 限 维 d4.f. 族 . 则 
下 列 三 命题 等 价 : 


(1) I 
(2) 对 每 这 1 5x7! po !; 


(3》 对 每 有 321 ,FS 全 屎 加 

证 明 {2) 富 (3) 由 系 4,1.5 可 得 , (1) 志 {2) 由 定理 4.1.7 可 
得 , 破 和 愉 需 证 (2) 王 《1). 

令 和 是 由 家 "中 这 样 的 集合 4 组 成 之 集合 系 ,ut354) 二 0 且 
存在 有 六 1 和 A446 人 R 使 A 一 mw 14;. 不 难 验 证 ,地 是 受 " 中 的 一 个 
x 系 . 

对 每 AE@, 取 这 1 和 和 44ER* 使 A=ri'Ax;y 则 由 引 理 4.1.9 
推 知 
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(perr ad = prr IAD) 一 pA Cm ld 一 A(Ca4) = 一 0. 
因此 ,在 (2) 之 下 有 
tA) = TA) = CE DA) Cp YA) 
= A = pA), 

努 (4.1.4) 成 立 . 

对 每 T= 二 (zn 站 ER 计 全 10>0, 令 

NastT) 一 {y= Con Dy | 1 上) 
由 于 当 > 和 上 固定 时 ,zxCNas(z)) 是 3 的 非 降 函 数 , 故 FN.aCT)) 
作为 的 站 数 至 多 有 可 数 个 不 连续 点 ， 故 使 AKCa CNis(x))) 二 0 
之 35 在 (0,co) 中 稠 .因此 

feat) E REE16 > OnR(d Nis(zT))) = 0} CC 
是 CR , 光 ”) 的 拓扑 基 , 这 说 明定 理 4.1.2 的 条 件 (2) 亦 满足 . 于 是 
引用 定理 4.1.2 即 证 得 (23) 一 (1). 证 完 ， 


. 上 .5 稳定 地 依 分 布 收敛 


在 讨论 蒜 序 列 欧 依 分 布 收 伍 问 题 时 ,人 人 们 广泛 地 使 用 一 个 比 
依 分 布 收敛 更 严 的 概念 一 一 稳定 地 依 分 布 站 全 ,简称 为 稳定 收 熏 . 
定义 4.1.5 设 15,,n 之 1} 是 概率 空间 (2,9,P) 到 连 离 可 测 
室 间 ( ,多 ) 的 随机 元 ,如果 对 每 AE. 安 ,存在 (X, 络 ) 上 的 测度 
vC， 47， 傅 
《4. 1. 13) v(X,A) = PCA) 
成 立 , 并 且 当 BE 哆 满 足 v(a3B,A) 一 0 时 有 
(4d,1.14} limP (CS, EE B,A) = v(t(B,A), 
则 称 {5, ,mn 这 1} 稳 定 收 合 到 v, 记 作 


(4,1.15) Sy 


不 难看 出 ,如 果 !S.,n 之 1} 稳 定 收 襄 到», 那么 对 每 BE 名 ， 
vB,*) 是 PF 上 的 测度 ;而 pt*) 二 v(* ,8) 蚌 上 的 概率 济 
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度 . 今后 ,我 们 将 称 惫 Xx. 人 上 的 函数 5 为 一 个 混合 概率 测度 ,如 果 
对 每 AE.F ,vy(，,A) 是 和 上 满足 (4.1.13) 的 测度 ,对 每 BE., 吉 ， 
xXB,，) 是 .SF 上 的 测度 ,从 定义 4,1,3 可见 ,稳定 收 鳃 是 对 混合 


概率 测度 定义 的 . 当 (4. 1. 15) 成 立时 ,显然 有 5, 人 px 正 是 在 这 个 
意义 下 ,我 们 说 稳定 收 化 是 一 个 比 依 分 布 收敛 更 严 的 概念 
对 每 4E 多 ,PC(4)>0, 令 
Pa(A'}y = POA' 门 4)7P(C4)， 
则 (如 ,有 ,Pi) 仍 是 一 个 概率 空间 . 从 定义 4. 1.5 又 不 难看 出 ， 
(4. 1. 15) 等 价 于 对 每 4E 多,P(4)>0, 在 概率 空间 ( 口 , 多,P4) 


上 总 有 S, v4; 其 中 

vaAtB) = v(t(B, AYP(AY. 
所 以 ,尽管 稳定 收敛 的 要 求 比 依 分 布 收 伍 的 要 求 更 高 ,但 是 ,以 上 
各 小 节 的 结论 和 方法 在 改头换面 之 后 却 仍然 适用 . 下 面 ,我 们 集中 
讨论 一 下 r.v. 序列 的 稳定 收 化 .为 了 说 起 来 方便 ,我 们 将 把 RR 上 
定义 的 有 界 、 非 降 右 连 续 函 数 G 叫做 准 分 布 函数 (缩写 为 0, d.f )， 
如 果 





GC ce 一 lim G(x) 一 0. 
利用 这 个 术语 ,可 以 把 r.v、 序列 的 稳定 收 敏 等 价 地 定义 如 下 . 
定义 4.1.6 设 1Sa 空 1) 是 概率 空间 (2, 多 ,P7》 上 的 zwv， 
列 . 如 对 每 AE 多 ,存在 qd,[G(- ,4 使 
(4. 1.16) Geo,4) = PC4) 
成 立 , 并 且 对 每 xECCGC，,A4)) 有 
C4. 1.17) limP CS, < x,A) = Gr, A), 
则 称 {5， ;nn 实 1} 稳 定 收 傲 到 C, 记 作 
(4. 1. 18) 


如 果 对 上 述 G, 有 d.f.F 舍 


s.d. 
5, ~ 0) 
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C4.1.19) Gr.A) = FIPEA), rE RAE TF, 
则 当 (C4.1.17) 对 每 TECCF) 和 每 A4E 咏 成立 时, 称 1S,,n 之 1} 混 
合 收 敛 到 d,f, 亚 , 记 作 
SF 

我 们 将 把 RX. 字 上 定 六 的 函数 和 称 为 混合 分 布 落 数 ,缩写 为 
m.d.f. ,如 对 每 AE .了 ,GC(， ,4A) 是 满足 (4.1.16) 的 q.d,f ,对 每 
ERGCr，* ) 是 .名 上 之 测度 . 不 难 证 明定 多 4: 1.6 中 的 6 是 一 
个 m.d.f.., 令 
(4.1,20) GxrsA) = PO, Er,A), rERAECY, 
则 对 每 "之 1,G, 也 是 m. d.f. .于 是 ,定义 4.1.6 旋 是 把 稳定 收 伊 
看 作 一 列 md,f. 向 一 个 m.d.f. 的 收 全 ,下面 的 定理 表明 ,这 种 收 
化 驻 等 价 于 对 应 的 “特征 函数 ” 列 的 收 熏 . 

定理 4.1.11 如 果 (4.1.18) 成 立 , 则 对 了 晴 上 和 枉 一 有 和 界 连 续 函 
数 和 尾 一 AE. 玉 ,有 


12) limEf/(S J = | fe)Gdr,A). 


友之 ,如 对 每 A€ 多 ,存在 在 :=0 处 连续 的 复 值 函数 gC， ,A) 使 

C4. 1. 22) limELexptits.) a ~ gltA), £ ER, 

则 (4. 1,18) 成 立 而 且 其 右 端的 6G 由 下 式 确定 : 

《4.1. 23》 gt,A) = | e“Gdz, 4), :ER,AE 多 
证 明 ” 先 证 第 一 个 结论 .如果 了 P(A) 二 0,(4.1.18) 显 然 成 立 . 

无 妨 设 P(A) 半 0. 对 每 n 汪 1, 定 义 G, 如 (4,1.20), 当 (4.1,18) 成 

立时 , (4. 1,17) 意 味 着 d.f. 序列 {1G,C， ,A)/PCA) ,nn 六 1} 辊 收 全 

到 qd.f,.GC* ,AY)YPCA). 因 此 ,由 定理 4.1.,1 之 (1) 推 知 


Ef (STA/ P(A) = | f6,.(dz,A)/PC A) 





二 | /eGcdz, aA/P ea) 
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对 任 有 界 连续 滞 数 成 立 . 上 式 两 端 消去 P(4) 亦 得 人 4 1. 21)， 

再 证 第 二 个 结论 . 如 果 4E€. 玉 ,P(A}) 一 0 使 (4, 1.22) 成 立 , 则 
其 右 端 之 g(t*， 4? 三 0, 从 而 由 (4 1. 23) 确 定 出 GCC 4) 三 0 这 
个 己 显 然 符合 人 4. 1. 1673 和 (4. 1. 17), 如 果 4E 罗 ,PC4)0 使 
C4.1.22) 成 立 , 风 c.f, 序列 {Efexp (itSD)]IA/PCA),n 守 1} 当 nn 一 
oo 时 收 襄 到 在 := 二 0 处 连续 之 复 值 了 两 数 g(*， ,A)/P(A), 故 
gC。; 有 /PtA) 必 是 c.f.. 据 系 4,1.3, 这 时 对 应 的 df 列 {PCS， 
AA) /P(A4) ,n 字 1) 障 收 铺 到 dfGC* ,A)/PCAD) 所 以 04. 1. 
177 司 然 成 立 而 且 其 右 端 之 G 由 (4.1. 23) 唯 一 确定 , 根据 定义 4. 
1.6, 我 们 得 (4. 1. 18}. 证 完 . 


| 习 题 41 

1， 设 人 ,az1} 和 # 是 定义 在 概率 空间 CD, 多 ,P) 上 取 值 于 
可 分 距离 空间 (X,p) 的 随机 元 . 如 果 po(6.,e) 二 0, 则 称 16 ,az1] 
依 概率 收 但 到 &, 记 作 && >#. 试 证 

Gy) 如 所 人 8, 则 马 二 5 

(2) 对 任 cEX, 如 避风 二 二 

(3) 如 果 { 名 ,nn 之 11 也 是 取 值 于 CX ,p) 的 随机 元 而 且 P(E, st,) 
二 0, 则 对 于 号 上 的 任 一 概率 测度 ,5 信 p 当 上 且 权 当 妈 全 pe 

2， 设 和 {jyn 实 1) 是 距离 空间 久 上 的 有 限 测度 . 如 果 对 六 
上 任 一 有 办 连续 函数 /, (4. 1. 31) 成 立 , 则 称 p 他 试 证 下 列 命题 
等 价 : 


(1) pm ps 
《2) 对 每 闭 集 Flimsup AD ,EH 
4, 1. 24) tH) pK, 


2]3 


(3) 对 每 开 集 GG ,liminf jG) 宇 gCG) 且 (4.1.24) 成 立 ; 
(4) 对 每 Borel 集 B, 如 AK3B) 一 0 则 ptB) -rp B): 
(5) 对 每 有 界 上 连续 函数 /， 
limsup| Ja | am 
(6) 对 每 有 界 下 连续 函数 六 
liminf| fdu. | fdp. 
3 设 下 和 琴 ,n 写 1 是 尺 上 的 d.t. 而 是 下 连续 . 证明 ;如 果 
FF。 三 , 则 





sup ECz) — Fx)| > 0 nn oo0, 
4， 设 了 和 矿 :as1 是 足 上 的 sf. ,对 每 :ER 
fl) > ft). 
证 明 : 对 每 了 0， 
SP 7 一 | 0, no0. 
5. 设 灵 中 df 列 [F, ,rn 宇 1} 满 足 条 件 ; 对 任 给 >0, 存 在 4 
:>0 使 对 一 切 # 实 1， 
FAA} CO— F(— A}>3l1—&, 
证 明 : 如 果 存 在 丸 中 可 数 稠 集 刀 使 对 每 z€ED,limF,(z) 存 在 , 则 
对 某 d.,{. 下 ,有 
FF 
6. 设 {F,,an 社 1) 是 丸 中 df 列 ,F 和 GG 是非 退化 d.1. .证 瑚 : 
如 存在 o,a 让 0 和 8.,56,ER 使 
Flmzt PTF), Flar th) Gr), 
则 存在 z>>0 和 5ER 使 
anf an as Ch 一 局 /on "6 
而 且 天 (ez 一 如 ) 一 全 (全 )， 
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7， 设 { 六 ,oa 衫 虽 是 一 尼 中 心 世 列 , 证 明 ; 如 果 存 在 a>>0 使 当 
| 上 <a 时 ,f/f 一 1, 则 对 一 切 zERR 均 有 
fi) 一 1. 
8， 设 {85.2n 主 1) 是 zv, 列 ,村 基 “>0,supElS, | ce, 证 明 ， 


如 果 对 某 r vsS,ss 2S, 则 对 一 切 p€ (0,7) 均 有 
ElS I ESI|. 
9. 对 任意 两 个 d.1f.F 和 GG, 令 
LF,G) = inffe 六 0; 对 每 x ER,F(r 一 ££ 
G(r) 和 Fr 二 十 证. 
证 明 ， 
(1) 工 是 分 布 范 数 空间 ( 即 R 上 所 有 的 分 布 函 数组 成 之 集 》 上 
的 距离 , 称 为 Levy 距离 ; 
(2) 分 布 函数 空间 在 Levy 讶 离 下 是 完备 可 分 距离 空间 ; 
(3) 对 于 任何 df {Fn 守 1} 和 下 ,六 让 当 且 仅 当 工 (FF。， 
FiO0; 
10， 对 于 如 上 任 一 非 降 函数 下 , 邻 
所 (一 inf(z:P(zr) PH, F(— oo0) < tPF(). 
设 灰 和 环 ,,zzz1 是 d.f, ,证 明 
FF 
当 且 仅 当 对 F- 的 每 一 个 连续 点 1， 
Fo (i FF (ft). 
11， 设 {G.on 芋 1} 各 是 gq.d.f.. 如 对 每 a,5ECCG) ab， 
均 有 
Gh) GAA) Gp) — Ga), 
则 称 {G,a 汪 1) 淡 收敛 到 避 , 记 作 GG 一 G. 试 证 下 列 说 法 等 价 : 
(1) GG 
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C2) 对 每 obE Ra pb, 
limsup[G. (8) — Ga — 0 SEG) — Gla — 0)) 


C3} 对 每 a ,5ER,a<b， 
iiminf[G, 人 二 一 0 ~ G, (0)1 G0 — 0 — Ga); 


(4) 对 每 a,5ECCO) ,a<6 和 每 [ae,5] 上 的 连续 函数 ，. 
lim| fr)dG, Cz) 一 | rezyacce 


12， 证 胡 系 4.1.5. 
13, 设 { 吉 一 (9 3 和 一 [证 开 维 随 


机 向 量 . 证 明 :&, -3$ 当 且 仅 当 对 每 (4,… ,aD) EER， 
Da 全 之 Qi， 
14. 举例 说 明 存在 这 样 的 随机 向 量 列 {C6.,7.》 ) sn 庄 1} ,使 对 及 
中 的 df. 和 如 ,有 
6 人 FP， 加 和 GC， 
但 是 (é.,3.) 并 不 依 分 布 收敛 . 
15， 设 疡 和 {jayn 实 1} 是 (CL0,11], 纪 -[0,1]) 上 的 概率 测度 . 
证 明 :如 果 请 ro, 则 对 每 0 之 < 所 1， 


志 





Ha TE- > par 
16， 证 明 对 于 r. v. 序列 的 稳定 收 笋 ， 定 尽 4.1.5 和 定 交 
4. 1, 6 是 等 价 的 . 
17. 证 明定 义 4.1.6 中 出 现 的 G 必 是 m. qd.f.. 
18. 设 {6,n 之 1} 和 # 是 概率 空间 (D0, ,P) 上 的 r. vw. , 称 


{&.,n 守 1} 稳 定 地 依 分 布 收 伍 到 6, 记 作 && 二 吉 &, 如 果 对 每 4E 多 
和 < 的 每 一 连续 点 x 有 

Plé, SrA P(ELI,AY. 
215 


设 和 7 之 1 和 (7 六 1) 都 是 (8 到 ,PP) 王 之 cv 证明; 如 
果 


5- 斑 


6 一 > Sub 五 问 oD 
ml 


以 及 如 字 则 
站 
19.， 举例 说 明 ; 在 在 同一 概率 空间 (8@,. 字 ,P) 上 的 .Vv, fa 
宇 1} 和 ,使 
£8, 





但 是 6. 并 不 成 立 . 
:20， 称 gq. df 列 {G,,n 主 1} 弱 收 证 到 gq.d,f,G, 记 作 
GO, 
”如 果 对 如 上任 … 有 界 连 颖 函数 六 ,有 
[ /dG ~ | ac. 
把 q.c.f. 的 全 体 记 作 9 ,对 任何 GeGs Eg, 邻 
L(G = infig 0; 对 每 TE€ RG(r— eye 
Gz) GL 十 十， 





证 明 ， 

《1) (9, 二 ) 是 完备 可 分 距离 空间 ; 

(2) 如 GG,G.E9n 关 1) 则 GG 当 且 仅 当 工 (G,,G) 一 0. 

21， 记 (8, 卫 加 前 , 证明 :有 到 中 的 映射 了 是 概率 空间 (由 ， 
下， 忆 ) 到 (9,7.) 的 随机 元 当 旦 仅 当 对 每 zER,T(z,，) 是 (N.Y，. 
PP) 上 的 r.v. ,对 每 ww 和 只 ,To EEG. 

22，、 把 概率 空间 (2, 多 ,PP) 到 (多 , 志 ) 的 戎 机 元 的 全 体 记 作 之 
证 朋 ; 上 是 一 个 m.d.f. 当 且 仅 当 它 可 以 甫 为 
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人 (一 | glx: "dP, rE€ Rk, 
| 
其 中 8&8EG, 对 每 wEN,gt . :wm) 是 - 和 个 d. {f.，, 


第 二 节 ” 寺 的 中 心 极限 定理 


2.1 基本 引 理 


我 们 称 满足 去 ，， 对 co 的 工 。 有 。 族人 ,4 不 二 了 为 -个 
r.v, 阵列 , 令 


3 


5, = DS 21. 
去 一 1 


= 


环节 的 中 心 议题 是 讨论 1。,= 芝 1 的 弱 收 襄 问 题 , 即 寻求 存在 4. 上 
G 使 
(4.2.1) SG 
的 条 件 . 当然 ,如 时 (4. 2. 1? 对 某 恕 成立, 那么 各 可 以 蚌 一 个 很 一 
般 的 df. .但 是 ,人 们 最 感 兴 趣 的 ,也 是 实际 中 最 有 意义 的 往往 是 
当 已 是 一 个 标准 止 态 d.f. 的 情形 . 这 时 候 , 我 们 称 1S.,2a 芝 1} 服 从 
中 心 极 限定 理 . 本 小 节 的 任务 是 对 -- 般 的 rz.v. 阵列 给 出 一 个 形式 
上 上 也 很 一 般 的 中 心 极限 定理 , 讲 以 司 的 各 小 节 再 把 它 落 实 到 六 贺 
卷 阵 列 ,一 般 适 r,v. 阵列 以 及 一 般 蒜 差 阵 列 上 去 ， 

引 理 4.2.1 存在 RR 上 的 函数 -使 
(4.2,2) exp(liz) = (lirexp[— x/2 二 rir}] 
对 每 rE€ER 成 并 而 且 当 |x| 和 所 1 时 
(4, 2, 3) [zy a lz : 

证 明 设 rr) 一 plx) 十 igCx) ,xER. 我 们 来 选取 p,q 使 它们 
决定 的 + 符合 (4.2.2) 和 (4. 2, 3). 表 

1+ir= {1 二 x} expli(arctgx)] 
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以 此 和 代入 (4. 2. 2) 得 
exp(lix}) = {lr} exp[ ptr)— xi/2 exbfTiLarctgz 十 3Cz)]}， 
由 此 不 难 见 为 使 (4.2. 2 成 立 可 取 

Plz) = [x latita /2; qx} = 7 ~ arctgr, 
用 初等 微 积分 方法 易 得 , 当 |z| 委 1 时 ， 

Op Sr 4， 19Cz)| 扫 | 了 | 73， 

从 而 rz 一 Larry]2ss zl 证 完 . 

引 理 4.2.2 设 r.v 到 {1%,,n 宇 11 满足 supE | 六 :<co, 下 列 两 
命题 成 立 : | 

(1》 如 对 某 ?和 并 ， 














(4. 2. 4) lmEmla 一 Eyla! 人世 多， 
则 对 任 一 r.v.&, 只 要 存在 C>0 使 从 | 生 C a,s. ,就 有 
(4. 2. 5) limEnt = Ew, 


(2) 如 二 0 则 5 地 0. 

证 明 由 (4.2.4) 易 知 对 任何 简单 函数 5,(4.2.5) 成 立 , 对 于 
r.v. 台 ,如 存在 C>0 使 |#| 才 C0 as, ,; 令 们 一 {w; [Ecw) | 所 CC} ,那么 
一 定 可 以 取 一 串 简单 函数 {ym 详 1) ,使 6)>Yw) 对 扣 2 中 之 
一 致 成 立 , 这 样 ,对 任 给 e>>0, 只 要 mm 充分 大 ,对 一 切 wE 地 就 有 
[Sw Ew) | < 之 e; 从 而 | 

| 五 (7 — WE | 
SIE 一 了 和 | ED Ne — t+ EI? ie, 一 中 | 
IE 一 区 和 | 十 esupE ly.| + eEl|nl|. 
于 上 式 中 先 令 n 一 22, 再 令 se ~0 即 得 (4. 2.5). 这 证 明了 (1). 
对 任 给 se 汪 0,1M2>0, 我 们 有 
PO 宇和 POEE | MM 二 PUD| 守 MY 
PC | 之 ed) 十 supE ly. 1/M. 
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如 果 纪 之 0, 在 上 式 中 先 令 noo, 再 令 Mo 即 得 
TimP(3 之 = 0, 
这 又 证 明了 (2), 引 理 证 完 . 
下 面 是 我 们 称 之 为 基本 引 理 的 结论 ， 
定理 4.2.3 设 人 ,11 上 kb,n 社 1} 是 了.v. 阵列 ,ao 是 一 个 
I.V.. 对 每 ”之 1, 记 


大 如 
3 一 Dé B= [Ttit), :ER 
二 二 1 民 二 1] 


如 音 
(4. 2. 6) max | ;| 人 > 0， 
1 
上 户 
(4.2.7) Dt, 
二 =] 


Cd, 2. 8) limEy.c)Ta = P(A), AE SIER 
并 且 对 每 :ER,{9.00 nn 祷 1}) 一 图 可 积 , 则 


(4. 2. 9) SC 
成 立 , 其 中 m.d.f,G 由 下 式 唯一 确定 ， 


C4. 2. 10) {exGar, Ah) = Efexp(— ot/2) 71,. 
证 明 取 r 如 引 理 4.2,1; 则 对 每 六 1;tER， 
是 


(4. 2. 11)》 expCitS.)— [sxpciae 


£=1 
如 A 
= .tyexp| 一 #7 > /2 十 Pre | 
上 二 1 外 二 ] . 一 
= Pexp(— oF 2) + 0, 
其 中 我 们 记 
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£2) = () {exp[—# Dts/2+ ee 二 ec ot2 /2) }. 


由 《4, 2. 8 和 人 (On 汪 1] 的 一 致 可 积 性 ， 利用 引 理 +， 2.2 之 (1) 
(C4, 2. 12) lmE,(t) [expr— ot 2) Ta = Eexpl— ot /2) Ja 
对 每 :ER 和 每 AE. 多 成立. 注意 当 ll max Exessl 时 ， 


上 


| 如 
[Bree | Dla SF max | 名) DE 
Pp 4 一 1 


点 一 1 


又 注意 (4. 2. 6) 和 (4. 2.7) 著 会 ( max | 和 .41) >) 名。 全 0， 不 难 扒 
知 Deé,) 全 0 .这 一 事实 和 (4. 2. 7) 一 起 又 进一步 表明 


exp| 一 £2 Da kz2 十 Dr ]- expt— ot /2) 二 0 
再 由 (pwn 这 1 的 一 致 可 积 性 及 引 理 4. 2.2, (2) 即 知 


£8) > 0. 
但 是 , {exp eS ,nn 宇 1} 和 1 Gexp{ 一 02/2),n 主 1) 均 一 教 可 
积 , 因 而 由 (4.2.1]1) 知 {402 ,n 室 1) 一 致 可 积 ,故我 们 知 EEN&,(02)| 
一 0《 定 理 1.1.10), 由 此 可 兄 
limEs, (iT 一 0，4E :多 
此 式 与 (4. 2, 11) 和 (4. 2. 12) 一 起 便 推 得 : 

4. 2. 13) limELexp (itS,) I = El[exp{t— ot:/2)]Ia. 
根据 定理 4. 1. 11, 这 就 是 (4.2, 9) 对 由 C4. 2. 10) 决 定 的 上 df.C 
成 立 . 证 完 . 

上 述 定 理 是 一 个 关于 中 心 极限 定理 的 相当 一 般 的 结论 . 事实 


上 , 当 是 一 个 常数 ,(4.2.10) 式 就 确定 出 
Gx, Ad) = Bx/ Ta, 





从 而 定理 4. 2. 3 的 结论 意味 着 一 个 比 中 心 极限 定理 更 强 的 命题 
S SB /0) 
成 立 . 而 且 , 这 里 并 不 排除 go 二 90 的 情 沈 一 一 只 要 把 人 B(， /0) 理 解 
为 集中 在 0 的 退化 d.f, 就 行 了 ， 
设 5 是 任 意 一 rvY, 而 ~ 甸 与 6 独立 ,那么 不 难 求 出 dg 的 
c.f, 是 





Kexp litoé) 一 Kexp(-~ ot/2), 
在 这 个 时 候 , 由 定理 的 结论 推 知 
VS, ok. 

我 们 称 of 对 应 的 d.f. 是 标准 正 态 分 布 的 混合 分 布 的 d.f. ,而 上 式 
则 称 为 5, 依 分 布 收 钱 到 正 访 分 布 的 混合 . 这 也 许可 以 叫做 广 闵 的 
中 心 极限 定理 吧 . 

顺便 说 一 下 ,定理 4.23 的 条 件 还 可 以 减弱 . 具体 地 讲 ， 
{0 vn 这 1} 一 致 可 积 的 条 件 是 能 去 掉 的 , 它 实质 上 是 条 件 c4. 2. 
3) 的 一 个 推论 , 但 是 ,这 件 事情 证 明 的 过 程 比较 长 ,而 旦 去 掉 
{h(a 这 11 一 致 可 积 的 条 忻 也 不 会 加 强 我 们 以 下 各 小 节 的 任何 
一 个 结论 . 所 以 ,我 们 也 就 不 在 这 一 点 上 过 分 计较 了 ， 


2. 2 平方 可 积 款 差 阵列 行 和 的 中 心 极限 定理 


设 如 co, 如 果 对 每 a 衬 1, 儒 TsASE} 是 一 个 (有 限 
的 ) 团 差 序 列 , 也 就 是 说 
ES [01 
(约定 实 i6 二 {名 ;全 )) ,又 如 果 对 #n 宇 1,1， 
{4. 2. 14) FC 
那么 我 们 将 称 位 哆 esT<RE<S 2 为 一 个 般 差 阵列 . 令 




















遇 
SS, = 后， 2 ]， 
R= 1 
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并 称 之 为 扫 差 阵列 的 行 和 序列 , 本 小 节 所 要 讨论 的 是 美 于 1 六 
1} 的 稳定 收 敏 问题 . 
设 后 ,多 ma 产 ]) 是 一 个 蒜 差 序列 ,as>02 关 11 和 人 下 和 这 1) 
是 两 个 常数 序列 . 对 每 x 尘 1,1 志 所 n, 令 
= Ob 
则 不 难 验证 {6 了 Ft; 1 所 各 4,n 宇 1} 形 成 一 个 蔷 差 阵列 ,这 时 


候 , 对 等 ms 袜 1, 记 M, = > : 则 (0M,. 裕 .nn 字 1} 是 缺 .而 所 造 出 


来 的 拷 差 阵列 的 行 和 就 变 成 {5， 一 CM 一 .Yassn 主 1}. 于 是 ,一 个 
款项 MM 在 适当 标准 化 , 即 减 去 中 心 化 常数 已 , 除 以 正规 化 常数 2， 
以 后 的 稳定 收敛 问题 就 纳入 了 缺 差 阵 列 行 和 弱 收 敛 问题 的 框架 . 
这 种 把 寻求 r.v. 序列 部 分 和 的 极限 分 布 问题 纳 人 r. v. 阵列 行 和 
的 框架 以 得 到 哎 一 般 问题 的 解 的 提 法 在 弱 收 敛 讨 论 中 是 常见 的 . 
下 面 ,我们 给 广 可 积 摧 闫 降 列 行 和 的 中 心 极限 定理 . 
定理 4.2.4 设 人 多 os 二 :2 关 1} 是 工 : 鞭 差 阵列 ， 
a 是 非 负 r.v. -如果 人 4. 2.6)，(4. 2. 7) 和 
C4, 2,.15) sup{ E 各 < oo 


成 立 , 则 (4. 2. 9 对 由 54.2. 10) 决 定 的 m. df.G 成 立 . 

证 明 ”对 每 # 宇 1 ,1 过 ;证 

02 一 = De, 

并 且 约 定 o2,。 二 人 0. 我 们 将 分 两 步 来 完成 定理 的 证 明 

第 一 机 当中 是 有 界 rmv.， 即 对 某 Cm0,0 所 中 扫 C 时 ， 

2. 9 成 立 . 

无 妨 设 C>1. 对 每 nn 让 1,1 才 上 所; 令 

Ea 一 Gala, 1 所 220} 3 一 Yy， Ei 

由 (4.2.7) 我 们 得 
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| 五 [exprizs。)]7u — ELexp (Cits,) JIal| 
Elexp (tS,) — exp(itd,) | 


2PS, FB) 2p) {8 FF)) 


2P! [J {ais > 2C)) < 2P Cos, > 2C) 0 
上 一 1 
故 为 证 《4.2.9) 只 需 证 (4. 2. 13) 上 内需 证 
limE[exp(lits,) Ia = E[exp(— oit:/2} a. 
注意 (4. 2. 6) 和 (4. 2.7) 式 以 六 代替 二 ,以 后 仍然 成 立 , 故 由 定理 


4. 2. 3 知 为 证 上 式 叉 只 需 证 {40D 一: [十 训 )san 之 1 
满足 (4. 2. 83? 并 且 一 致 可 积 ， 
对 每 n 详 1 , 令 
in 


易 见 对 每 zz1:1sRSC 当 上 mm 时 ,二 一 0. 坝 


D1:= [+> 
点 一 


ml 
— + | + 
点 二 1 


. 一 


Ue. ) [|expee E21) 
有 一 
一 (1 十 下 和- Jexp ltg, 1) 
< 《1 十 皆 max E32 exp(2C1), nn 六 |， 
Ll, 


据 (4. 2. 15) ,这 表 明 sup 玉 [co 从 而 全. ,nn 宇 1} 一 致 可 


积 ( 习 题 1.1 之), 因 此 ,我 们 又 只 需 再 证 (4. 2. 8) 成 立 . 
首先 ,我 们 证 对 每 mw 宇 1， 
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(4. 2. 16) limEn Ta = PA), tE RAE Fn, 


A—e 


为 此 ;注意 和 it. 训 mw; 1 和 h 有 ;n 守 1) 仍 是 上; 贺 差 阵列 并 且 
(4.2,14) 成 立 ; 当 n>max {jj 此; 一直。} 时 


+ 
En Ta= ETa [Ll G1 + i $i) 


EE 二 | 
1l 


= E{[T [OQ + i EJEC 十 让 二 | 多 
El 


一 1 





站 上 


= EI {TG 十 这 二 = 


点 一 ] 


Sy 
= EF |] (1 + i Ei) 
RR- 1 


丰 
mm 


一 PK4) 十 > OD ES la. 
一 上 


1 
所 四 
1 < 下 上 





亿 是 ,对 每 xz 袜 1, Ts ,可 表 
四 一 | 


本 . 
| > 《it > E 这 站 Epa | 
# 一 ] 


[5 


古 


站 


St 了 >， 了， 4 “Es Tr 


"=1 1 二 


由 rl 


二 
< Dl “|e me max [él) (D8) 1 


r=1 


Se CoC m2 一 1)E Max |é,.. |. 
此 外 , (4, 2， 15) 表 明 : max 二 | 六 1 一 致 可 积 , 因 而 (4 2.6) 又 
理 含 
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五 max | 0 
[| 


(定理 1.1. 10). 故 (4, 2. 16) 确 实 成 立 ， 
其 次 , 记 多 = o[ [多 ,我 们 来 证 


n==1 
《4. 2. 17) lim Ex, C(t) Ta — P(A, 1ERAE HH., 
成 立 , 对 任意 的 A4E 灾 ,和 任意 的 mr 关 1,4m€ 多 we 我 们 有 
(4. 2. 18) |Ev,. tt), — POA | 
supE |Y.(t) (aaa, 十 [EW CIT — PtA,)| 


+ P(AAA,). 


由 于 . 空 .. 是 域 U 多 ss 生成 的 co 域 , 故 对 每 4E 多 < 可 选取 {4we 
多 ou 有 之 于 使 
P(4A4 — 0, tm oo, 
对 这 样 选取 的 {2451m 汪 1) ,由 {9.42) ;nx 这 1} 的 一 竹 可 积 性 又 推 知 
snpE jm lama, 0 m0, . 

于 是 ,利用 已 证 之 (4. 2.16) 式 ,在 (4.2. 18) 中 先 令 n 一 oo 再 令 光一 
oo 即 得 (4. 2. 17)， 

最 后 ,注意 加 (9) 关于 到 -可 测 , 由 (4. 2.17) 和 引 理 4. 2.2 之 
(1) 推 知 ,对 每 AE 多， 

limEn, 0) 1 = limELy,()E (al. )] 
= ELE(T4|.F.,})] = P(A) 

成 立 . 这 就 完成 了 第 一 步 的 证 明 . 

第 二 沙 ”对 任意 非 久 rr.v. i, 《4,2.9) 成 立 . 

对 每 C>0, 每 n 之 1,1<kh ,记名 4 二 5742 ico; 则 


和 
= 
2 ， 
GD 
#=] 
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如 
一 DE st eo 
£= |] 
上 Em 
= ， 
二 Dt > ji C0} 十 > ea CC} 
二 ] Pp ” 二 一 ] ™ 


Pd, er 0 十 Gas Td ,eer 
由 此 可 见 , 对 每 # 尝 1， 
Clia, we; 十 od ae 
Ss ECT max a) > 十 Hn Did scr 
取 忆 为 的 连续 点 ,在 上 式 中 令 zco, 则 由 (4, 2.6) 和 (C4, 2.7) 
推 得 (习题 1.1 之 6) 
6 有 一 :CFueso 十 ofiesol 


把 第 一 步 所 证 得 的 结论 用 于 人 多 TS 天 na21 并 记 了 ,一 


了 ;我 们 得 
k=1 
limFR[exp fit$,}JI, = ELexp(— otf?/2) I. 


由 于 对 每 nn 守 1 » 
[EL[exp(it5,) 17, — ELexpties,) i | 


扫 2P1 2P(a, > 0), 
| 


我 们 浆 得 
limsup | ELexp(iiS,) J1s 一 至 [exp GS IT SE 2P (Ce > CO). 
于 是 当 忆 是 的 连续 点 时 ,在 不 等 式 
IELexp (iss, 2 JI 一 ELexp{— at’/2}][a| 
|EFexp titS.) a — Ef[exp is,) JIa | 
十 | 五 [expfiS a — Efexp{— ott:/2) | 
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十 jE[exp(— oi#2/2) 7 — Elexpt— ot/2)]Tal 
中 令 = 一 co , 便 有 
limsup | ELexp titS,) Ta ~— ELexpC— ot*/2) 1a | 
2P(F C+ | ELexpC oH:/2)1Ts — ELexp( ot:/2) 14 | 
dP > C), 
在 上 式 中 再 令 C 洁 着 0 的 连续 点 趋 于 oo, 便 得 (4 2. 13). 所 定理 
4. 1. 11; 这 证 得 了 (4. 2. 9). 定理 证 完 ， 


”2.3 一 般 适 r.v. 阵列 的 中 心 极限 定理 


我 们 将 利用 定理 4. 2. 4 来 推导 一 般 适 r. v. 阵列 的 中 心 极限 
定理 这里, 如果 对 每 n 宇 1,15.40. 多 7541 有 Sk, 是 适 的 并 日 让 
co 和 和 (4. 2. 14) 成 立 ;人 则 把 1 0: 吏 1 生计]1) 称 为 通 rw 








阵列 , 记 3。 = en 先 证 明 车 下 引 理 . 


二 一】 


” 引 理 4.2.5 设 {F,,0Sh<n) 是 非 降 s 代数 族 (注意 此 处 与 
其 他 地 方 不 同 , 木 必 假 定 多 ,一 :已 ,0). 如 果 >0a.s,, 且 7 闫 
于 .多 可 测 ， 则 对 任何 {144 算 . 史 4 过 二 1) ,有 
(4. 2. 19 P| [UA )<7+PI EPA + D> ) a.s.. 


上 二 


证 明 注意 


(4. 2. 20) PI Uh } re Ed 


k=1 








EE Tipea, [> 

< [十 Tipeals o> Jipca so 可 

= [#7+ PP I) HF) pe seg 

3 [7+P[ SpA | 了) | 多 | era EP 
一 ] 
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辩证 (4. 2, 19) ,只 需 再 证 


{4. 2. 21) P| UU A175) Teen yan 
上 二 上 


[7+P! BP) > Pa | 更 WE Br Sr» 


当天 王 1 时 ，(4， 2. 21) 显然 成 立 . 如 果 当 nn 二 pp 一 1 时 ， 
(4. 2. 21) 成 立 , 那 么 加 上 (4. 2. 20) 就 知 对 任 一 了 F1 可 浏 之 加 宇 0 
忌 ， s. 有 

Op p 
PLANF)En HP I PA NF > nF) as. ， 
在 上 式 中 了 到 
= [一 POA | 0) ipea, se » 

恒 得 


EPA NZ)+E [n+ P| DP | FD) > IF ) | | 


证 了 





户 
=PCA PDTh TP PA NI ) > he) a.s.. 


点 二 名 


上 式 两 端 再 腾 以 Tipea, 下 并 且 注 意 


rl PC | 学 i 之 克 Ea Lipa lm em 


P{ DPA >A PF,) Sy) 


= 名 
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户 


=?(2P CA FD) > P(A) EC 9) 


一 Pt OP 祁 ,.1) 之 了 | Po) Lrc, RE 
即 知 (4. 2. 21) 对 nn 二 p 也 成 立 . 这 样 , 我 们 就 用 归纳 法 证 明了 
{4. 2, 21). 引 理 证 完 ， 2 
引 理 4.2.6 设 对 每 这 1; {F431 人 4 所) 是 韭 降 o 域 族 , 闻 
记 芒 ,0 二 { 几 ,02), 又 设 对 每 n 守 1 1A 区 则 


上 
(4. 2. 22) Pa 一 
2=1 
. 当 且 公 当 
; | 
(4. 2. 23) YYP(4 sz) 全 0， 











证 明 ”对 每 SO， 上 Cd. 2. 197 后 





中间 JS 人 站 Pr 中 


由 此 可 见 (4.2.23) 蕴 合 (4.2. 22). 
注意 对 每 32>0, 由 Chebyshev 不 等 式 推 知 


上 


P{ VPA Fy ) 人 站 a 
& 一 1 


Pl A > | 


国 
EP DPA NN A NN ha > 
FE 
如 


ES PA NN A NN A Fs DA 


更 一 】 


=P{ (a. /8 


点 二 1 


我 们 又 得 


如 
| SPeA,. | 了) > 6) 
点 一 1 
PP {SPOA 有 小 > 5， Ma) +P(L 


[| 


SG 


A 


1 
左 
n 


SP ) 4). 
二 -一 


由 此 可 见 (4. 2. 22) 鼠 蕴含 (4. 2.23). 证 完 ， 
引 理 4.2.7 设 仁 多 el 二 E 二 下 ,0 袜 1) 是 适 r.v. 阵列 ,对 
每 x 宇 1, 1 所 ES, 记 


oi = > 


弄 ， 一 (人 2) 
i=1 


如 果 
4. 2. 24) lim supP Cp, 二 和 =0 
上 成立 并 习 对 和 任 给 e>>0， 
, 
(4. 2, 25) DE Tet IF) 0 
成 立 ,由 
(4. 2. 26) max lo 4 一 问 :| 访 0. 


1 


证 明 对 每 >0, 每 n 污 ] 和 1 所 Et ，, 令 
So. 一 4a dil, ie 一 五 (各 il | 多。 ) ， 


则 可 表 
用 下 
Oi CO T= Dt 十 DE el 
1=1 了 “ 
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上 
一 DJ EC Te, je | 于, 12. 


一 1 


由 此 我 们 得 :对 任 90,s>0， 
(4. 2. 27) Pmax [ox 和 | > 人) < 了 十 了 十 了 3， 


其 中 


了 :=P[ mAax 


1 





Ye, 





> 6/3.， 
了 =P| DE > 8$/3] 了 
£1 


Ls=P[{ PD ECE le ,a | 多) > $/3] 。 
k=1 
注意 (8 多 1 扫 开 委 有 1]} 是 一 个 款 差 阵列 ,因而 











{i Dd enl Fl 二 1} 是 一 个 下 车， 由 
j=1 
Doob 不 等 式 (2. 4. 1) 立 得 (约定 100) 


此 
入 
#1 
[3 


Pl max [ D5 Tn ey) > 0°/9) 


1 j=1 





Pl max 


1 





3737 之 刘 





上 
扫 (9/6) 2) ELTig cp EC, 1)] 


7 一 1 


是 
委 (97 1) 2 EL ay ED, le | 1) 


是 
SS (96/8°) > EL sn EG, |, 1)] 
了 = 上 
下 5 
= C9e/0) DO) EDTig erp saE (EF, 1)] 
一] k= 


EM 


= (he /0d’) VER sli 太 加 1 和 


井中 一 1 一 
二 二 1 


A QaAe 176 
,i < 所: 84s2z /OT 十 supP rp,, 祈 42)，#n 汪 1 
nl 和 
对 任何 180 成 立 . 对 任 y>0,n 六 1 把 引 理 4.2.5 用 于 A 一 
1&4| >e}, 叉 得 


各 与 


大 二 民有 人 > 可 和 7 上 PPf DPOUE, | el 1) >7) 
El t=1 


IHP( OI EC pal, eeY). 
由 一 1] 


于 是 ,在 (4, 2.27) 中 令 w%w 一 oo0,; 由 (4.,2,25) 知 . 
limsup Plmax [ei Oo— P| 6) 


< 9Ae'/8? 二 supP OF, > A 十 7 
对 任何 e,4,7Y 和 30 成 立 . 在 上 式 中 依次 令 7 一 0,e>0 和 i， 
由 (4.2. 24) 推 其 对 任何 GO 有 
limP( max [or P| > 6) ©= 0. 


本 了 nx 1 


比 即 (4, 2. 26). 证 完 ， 
5l 理 4.2.8 说 1 到 SEA 是 适 rv, 阵 列 ,对 
每 及 宇 1 ,1 , 记 


上 
Ea 一 DE 


J 一 ] 
EY 一 Dre wsdle, en | 12， ET 
则 在 {4. 2. 6) 之 下 ， 对 任意 非 负 + v.07,(4.2.7) 等 价 于 
(4. 2. 28) RCE) :一 了 《6] 全 





对 某 个 e>0 成 立 或 对 每 个 es>0 成 立 . 
证 明 由 于 对 每 e220 和 SE (0,e)， 


丰 
n 


(mex él > = Ue 人 > 人 


= (Dee > > 人 
邦 (4. 2. 5) 等 人 于 对 每 > 
> uf 1 人 0. 
国 此 ,如 (4.2.6) 成 ,tt 2. 7) 等 价 于 对 某 或 对 任 e>>9 





De a i le So 
这 样 , 为 证 引 理 , 只 需 证 明 上 式 与 (4 2. 28) 等 价 .而 为 了 证 明 这 个 
等 价 性 ,又 只 需 证 
{4, 2. 29) Inax [和 一 | 5 0， 


1 


其 中 对 每 x 宇 1,1 志 之 吉 ,我 们 记 





Es 一 mk | 


-» 让 | 
2 二 一 WE). 
把 引 理 4.2.6 用 于 A 一 1 1i 这) ,6 之 0,n 实 1,1 坟 所. 我们 
4. 2 0) 等 价 于 对 每 GO 





Dp | >| 人 0， 
因而 当 (4. 2. 6 成 立时 


A 


VEE 1) 


是 一 | 
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时 


， ， 
ey PE 全 82 一 


更 沪 1 
于 证 ,对 适 r. v, 阵列 { 坪 mk 入 1} 引 用 引 理 4， 2. 7， 
六 证 (4.2.29) ,只 需 再 证 
(4. 2. 30) lim supP (Ph > = 0. 
-re nl 


4 2.28) 成 立 ， 即 ee 时 ,(4.2. 30) 显 然 成 立 , 故 为 证 引 理 ， 


P 
二 Yes se ot 


成 立时 ,fd4. 2. 30) 仍 成 立 . 注意 对 每 7Y 汪 0,4>0， 
POR > ,0 RY) 


和 
已 | DECEL, Ls, .1 过 玲 1 了 ,1 > 4] 


点 一 | 


上 

SA DE ual, en 
+ 
加 

二 入 "1 >) | 2 五 人 1 十 En | 
所 


A 
= 1 DE 十 ET 十 从 站 过， < | 
j=1 M 


二) 
我 们 得 
PO DEYTHEA+T PR > 7). 
取 7 为 的 连续 ， 点 ,在 上 式 中 令 oo, 我 们 得 
limsup POR, A Po > YY) 
(见习 题 1. 1 之 6). 此 式 先 令 41oo ,再 令 YY 一 22 即 得 
lim limsup PR, = A) = 0, 
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而 后 者 与 人 t. 2. 30) 等 价 , 证 完 . 

下 面 是 关于 适 r,v, 阵列 的 中 心 刷 限定 理 . 

定理 4.2.9 设 通 r.v. 阵列 (5&4 如 401 寺 上 k,n 沪 1) 满 足 
条 人 忻 : 对 每 e>>0， 








《4.2. 31) Scie | > el 全 0 
=] 

存在 so>0 使 

(4. 2. 32) Sacer ee | > 0 

4.2.33) Dvarce, Te | 于, 1 二 J 


更 一 上 | 


其 中 a 是 一 非 负 rr,v.. 贡 (4.2.9) 对 由 (4.2,10) 确 定之 局 成 立 . 
证 明 对 每 nl ;和 邻 


全 一 Slit sn — EC.ad es ee 1) 


则 人 0 玉 1 有 Rn 字 1} 是 5; 拷 差 序列 . 由 引 理 4.2.6 可 知 
(4.2. 31) 等 价 于 (4.2. 6), 但 (4. 2. 6) 列 含 


E max | 过 | < 2E ax se Ize 0， 
] 寺 上 和 
故 更 有 
rr 
max | Eh | — 0. 
1 
注意 上 式 牧 合 
下 
ECEET ri | 多 1) 


| 


< Pd El > OF, 0 0, 


后 者 与 条 件 (4. 2. 33) 一 起 叉 说 明 
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n Pp, 
SEC nad11Y ,< 11) 人 


#1 


对 性 何 86>0 成 立 , 邦 由 引 理 4. 3.8 又 知 
5 CE: > 02 


最 后 ,显然 有 
E max 关 2， < de， nl1. 


1 二 


这 样 我 们 就 对 {5, 训 i1 坟 kh,,n 社 1} 验 证 了 定理 4.2.4 的 全 


部 条 件 , 由 此 可 见 , 记 仿 . 一 > 主 ,,; 则 
limELexp (8.) Ja = Elexp(— of/2))s, AE 多 ， 


中 
但 是 , 记 .一 Ese yam ; 则 币 《4， 2, 317 刊 
]jim 忆 CS 天 S$,) = 0, 
由 (4. 2. 327 知 
limPd|S, — S| 6) = 0, 


从 而 在 下 式 
[ELexp CGS.)]a 一 ELexp(izs,) al| 
Elexp(litd,) — exp (itS,) [a 3, 1a 
+ Elexp(ltS,) 一 expfit9 | Tus sm 
二 Elexp(litSd,) — exp (its,) | 
| + 2P(S, 一 人 | > 6) + 2P(S, 二,) 
中 先 令 xn 一 oo 再 令 8->0 而 得 到 ， 
lm IE[LexpCiS,) a 一 Elexplits yi | = 0 AEF. 
这 样 ,我 们 就 得 到 (4.2. 13) ,也 就 证 完了 定理 . 
通常 ,对 于 e 壮 0, 我 们 把 杀 i0co 称 为 z,v. 的 截 尾 . 这 样 ， 
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《4. 2. 31) 一 (4.2. 32) 就 是 分 别 加 在 适 rz.v. 阵列 截 尼 的 条 件 概率 、 
条 件 期 望 和 条 件 方差 上 的 条 件 . 应 该 指出 ,这 种 通过 截 屁 来 研究 原 
r.v. 渐 近 性 质 的 方法 是 十 分 重要 的 ， 


2.4 回 差 阵列 的 中 心 极限 定理 


现在 ,我 们 青 回 过 头 来 讨论 靳 差 阵列 的 中 心 极 限定 理 . 根据 一 
般 文 献上 的 术语 ,如 果 对 任 给 ej2>0,(4.2. 25) 成 立 , 就 称 灿 差 阵列 
(1 满足 条 件 Lindeberg 茶 件 ， 

定理 4.2.10 如 果 蔷 差 阵 列 {&.4, 实 411 生计 nn 注 1} 满足 
条 件 Lindeberg 条 件 , 那 么 在 条 人 忻 (4. 2.7) 或 条 件 


C4.2. 34) DE F he 
下 一 上 


之 下 , (4. 2.9) 对 S, 一 D164 及 由 (4. 2.10) 确 定 的 成 立 . 
证 明 首先 ,在 条 件 Lindeberg 条 件 之 下 有 


下 


C4.2.35) DJ PUES > el Fy 1) 
: R=1 


二 


n _ _ 五 
A (总 |) 0, >D 


=| 


即 (4. 2. 31) 成 立 . 其 次 ,在 条 任 Lindeberg 条 件 之 下 ， 


如 
| DYECE, Te so 到 | 
一 


下 


< SEE le wa 和) = 0， ED 0， 
因而 由 就 闫 性 质 推 知 


DE CEs ue ian | 多 se) 


ks 二 1 
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P 
一 一 DE, (=e | 0, £7 > 0, 


即 (4. 2. 32) 成 立 . 最 后 后 ,由 稻 差 性 质 及 条 件 矩 不 等 式 知 在 条 件 
Lindeberg 条 件 之 下 ， 


下 
T 


PEC, Te lsa | 多) 
2] 
是 


一 DC il | 1 


=1 


k 
= a 
DY ECE Tue sa | 0, ce» 0, 


k= 


此 外 ,Lindeberg 茶 件 和 (4.2. 347 又 给 出 


kn 


(4,. 2. 36) DE 有 e|, 史 ss 全， E00, 
因此 ， 当 Lindeberg 条 件 和 {4.3. 34) 都 满足 时 ， 


的 _ 
ar 1 ,<e| 呈 1 


点 一 了 


号 
一 SY ECE Te ,ee | ,12 一 DE Céad the le | 多 
R=1 


点 一 上 


So， 5E ~ 人 O00, 
即 (4. 2. 33) 成 立 . 据 定理 4, 2, 9, 在 Lindeberg 条 件 和 (4., 2. 34) 之 
下 ,定理 结论 成 立 . 据 引 理 4.2. 6,(4. 2. 35) 等 价 于 (4. 2. 6) ,而 据 
引 理 4. 2. 8, 在 (&. 2.6) 之 下 ,(4.2. 7) 亦 等 价 于 (4. 2. 36). 故 在 
Lindeberg 条 件 和 (4. 2.7) 之 下 ,定理 结论 仍 成 立 , 证 完 . 


习 题 4.2 


1， 证明 ;如 Ir. vw. 和 和 rr,v,o 相互 独立 ,&~ 而 , 则 .vy. ot 的 c.{. 
是 Eexp( 一 or /2). 
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2 对 适 W 阵列 { 且 ,多 Fa kk nl1}, 记 


人 Se, n> 1: 


Ex=rl 
村 
一 >) 玖 (名 | BF, )， 于 :六 1 
让 一 上 . 
考虑 下 列 命题 : 
lm max P(e 之 = 0; 
-ron] 


(2) 对 每 e>0， 
二 

lim PPCS| 0; 
WT =I 


(3) max | 有 | 人 0; 
1 
{4〉 对 每 e 汪 0， 


£ 
= PP 
> 如 


是 一 


(5) 对 每 >0， 


im Spe sa 一 OF 


本 


(6) 对 每 en0， 


点 


-pF 
>) 五 [名 te ,0 [Fj 0. 


证 明 下 列 结论 : 
A， 各 命题 间 有 下 列 关 系 
(DD 
B. 如 果 {o,n 之 1) 一 致 可 积 , 则 (4) 早 (5)， 
C. 如果 {F,n 之 1) 一 致 可 积 , 则 (5) 售 (6); 
D. 如 果 对 每 之 1 1 和 TSR<SA 独立 , 则 (2)<(3). 
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3, 设 人 {全 ,， 9 1 ;她 1} 是 适 TY 阵列 . 证 明 ;如果 
区 max | 纪 .| 一 0, 刚 Lindebeig 条 件 成 立 . 特别 地 ,如 果 A, 七 


1 


. 安 。* 满 足 
Pl U 4 一 0， 


户 
则 > 已 (4 本 史 一 0， 


4， 设 5&EL00,.%7 ,Py. 证明 
Cg: 
当 且 仅 当 
Fé Ts EEI, 
对 AAEZ 一 致 成 立 . 


5. 设 {9.,n 守 1}i.i.d.， 
PCW =— 1)= P= 1)=1/2. 








必 


下 一 1 


6&4 二 |[ ITA /Vn , k= ls 


证 明 : 对 某 r. v. 吧 荫 0, (4.2,9) 对 由 (4.2.10) 决 定 的 G 成 立 ， 

6， 概 率 空间 CD, ,Py 上 的 vv 列 {7r 闵 1} 称 为 是 依 概率 
相对 紧 的 ,如 对 1x} 的 尾 子 列 {m'; ,在 在 {fn'} 的 子 列 {xn 人 和 {0, 玉 ， 
P} 上 的 r.v.7 使 


p 
Pr 六 ， 
证 明 : 如 果 岗 差 阵 列 { 全 多 es 和 an 之 1} 满 足 Lindeberg 条 
件 , 则 (4. 2. 9 对 由 (4. 2.10) 确 定之 GG 成 立 并 且 . 
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号 
{ 了 > 再 (部 和 多。 1 3 :7 及 1} 


k= 


依 概率 相对 紧 当 上 且 仅 当 (4.2.34) 成 立 . 
了 ， 设 { 扣 姑 蒂 1 是 独立 rw 列 ,对 每 天 全 1 RE 一口 五 生 一 只 


0. 记 
Si D6: = D1 
£=1 上 = 二] 


证 明 :如果 
1 Ee es,! 二 0 
1 


lim 二 
“0 之 
对 每 ec>0 成 立 , 则 
S/S 


8. 设 寻 . SEA ;满足 :对 每 nl Li 独立 


及 Ro, 证 明 :如 
本 
PU) 0 


对 任 给 s>0 成 立 ,又 存在 r>0 使 
上 
PD) ESTs en "0 


二 1 
和 

如 

了 varE aeTie er 一 站 

Peg] 
成 立 , 则 

天 

P 
Di 0., 
4 


第 三 节 ”独立 随机 变量 阵列 的 中 心 
极限 定理 和 弱 大 数 律 


3.1 Lindeberg-Feller 定理 


关于 独立 r,v, 阵列 的 弱 收 合 已 有 相当 完整 之 结论 ,这 里 我 们 
只 讨论 阵列 行 和 向 正 态 分 布 和 退化 分 布 的 收 货 , 也 就 是 中 心 极限 
定理 和 弱 大 数 律 . 对 于 向 正 态 分 布 的 收敛 ,我 们 选择 了 两 个 内 容 ， 
一 个 是 L-F (indeberg-Feller 的 缩写 ) 定 理 , 一 个 是 独立 和 的 分 布 
向 正 态 分 布 收敛 的 速度 的 估计 一 -Berry-Esseen 定理 . 利用 第 二 
节 的 结果 ,这 里 的 定理 4. 3. 4 在 形式 上 比 原始 的 L-F 定理 要 强 


治 


引 理 4.3.1 设 r,v.# 对 应 的 df{, 和 ,分 别 是 下 和 了 ,Et 
=0,E 2—o >0., 则 


2| [1 — Fo)Jdu/or, £0 
(#31) plr)=4 


?| da ， Ye<0 
是 一 个 分 布 密度 ;如 以 pq 记 pp 对 应 的 c.1.; 则 
(4, 3. 2) f(D) = 1 — ope)/2, teER. 


证 明 易 见 pp 字 0. 又 由 
六 aceoaz = | widF (ny oa ， 
a [a 


| pz)dz 一 [ a d/o 
鹤 知 | aczdz 二 1, 故 pp 是 分 布 密度 .由 (4.3.1) 和 Fubini 定理 
易 得 
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| sacepdz= 2 evaz| do dF CW) /0 
[i Li Ed ED 
一 一 z| (em 1 to dF C/o) 
【站 :me 


Depend 于 -ed areoe 


一 一 2| ee" — 1 it dF (Cw) (eto). 
把 以 上 两 式 相 加 并 注意 E80 即 得 
P(t) 一 | eplrydz =— 2 fA) — 1]/ (gy: 

(以 上 各 趟 右 端 + 二 0 处 的 和 什 理解 为 ->0 时 的 极限 }》. 故 (4. 3.2) 成 
亚 . 证 完 . 

Bi 理 4.3.2 设 {f,n 字 1} 是 c.f 列 , 则 对 每 :ER,/.(2)-=1 
当 且 仅 当 Ref.0)->1, 这 里 Re 记 一 个 复数 的 实 部 ， 

证 明 引 理 结论 中 “ 当 ” 的 部 分 是 显然 成 立 的 , 识 欠 需 证 “ 仅 
当 ” 部 分 . 对 任意 固定 的 :ER,; 表 记性) 二 十 i ,n 祷 1. 为 证 “ 仅 
当 ” 部 分 只 需 证 mw- 一 1 草 舍 上 一 0. 用 反 证 法 ,如 a.->1 和 朋 存在 80 
使 . 

0 
对 -一 到 {x6 ,让 宇 1}) 成 并 ; 那 就 必然 有 
Himinf | 六 (2) | 六 -+ 闲人 妆 1. 

但 是 ,对 每 n 宇 1 均 有 1A 人 js, 所 以 这 是 不 可 能 的 . 证 完 . 

5[ 理 4. 3.3 如 复数 阵列 feel1sEss& al) 满足 条 件 


(4, 3. 3》 和 max [ail 0 no 
1 
并 且 存 在 4>0 使 
到 
(4. 3. 4) sup 2) a 4， 
Tl =I 
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则 必 有 
加 四 由 
《4. 3.5) lim| Do 十 SilogG 一 wo]=0， 
mE=1 点 .1 
这 里 ,对 复数 他 于 jz=|e2, 定 立 


logz :一 Hog|z| + i8, — "< 0A 
证 明 ”在 区 域 |z | 之 1, 一 rn<arg(] 一 z)<Zn 展开 


logG ~ 2) — DY Lie 
由 (4 3. 3) 知 当 有 充分 大 以 后 有 


log(l 一 四 一 一 Dm ps 
再 一 1 正二] i 


A 


其 中 轧 二 了》 9 一 1Yaiyyj .但 由 (4.3.4) 叉 知 


k=1 J 





pi SD De AD ha/G ed 0, 
故 (4. 3.5) 成 立 .证 完 

下 面 我 们 给 出 独立 z. 5. 阵列 形式 的 L 下 定理 . 定理 的 充分 性 
是 Lindeberg 证 明 的 ;必要 性 则 履 子 Feller. 

定理 4.3.4 设 { 各 .1831 是 一 个 独立 rw 阵列 ， 
也 就 是 说 ,对 每 x 之 1,6,,,,…,&,, 是 相互 独立 的 . 如 果 对 每 2 六 1， 


此 


每 二 1,-… ,bs B84 一 0,E84 一 054<00, 并 且 5 一: Dloi, >0， 








5 一 1 本 
则 下 列 两 式 
(4. 3. 6) lim max class 一 0， 
这 
(4. 3.7} ee 
成 立 之 必要 充分 条 件 是 
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上 
(4. 3.8) lirm 十 > Eé2 le, ,ames 二 0 £>0. 
Tm Mn f=1 
证 明 对 任 给 ei>0, 易 见 


& 
1 2 

max 只 ye < 号 十 2 > EE le ,et 
m k=l 


lek, 
因此 ,4. 3.8) 蕴含 (4. 3. 6). 砚 为 证 定理 , 只 项 证 明 在 44, 3, 6) 之 
下 ,4.3.7) 与 (4. 3. 8) 等 价 . 
对 每 z 衫 1 以 六 4 记 扣 的 ec. 芋 , 则 由 引 理 4. 3. 1 可 
表 
Fat = 1 oalt) 2, t ER, 


而 gs 也 是 c.f, 对 每 n 之 1, 再 以 户 记 516 的 c.f; 则 f.Q) 
二 TQ/6) ,因而 


LM 四 
logf.(2) 一 人 /log[1 一 od tsp,a(t/ ow) /C202)] 十 2 
二 1 . 
对 每 上 E 玉 成立, 这 里 产 ( 提 是 一 个 整数 , 如 果 对 每 4 这 1,1 所 二,， 


记 





cs 一 teat /9 DAC2a3)， 
则 取 4 王后 /2, (4. 3. 4 成立. 此 外 ,4. 3, 6 及 说 明 这 样 确 定 的 
{fa} 还 满足 C4, 3, 3). 因此 ,由 引 理 4. 3. 3 义 推 知 
log =— PR) 72 十 2j0)ni 十 ofl)， 
其 中 的 


(ED 一 : Dap d/o) /0 
作为 若干 c.f. 的 加 权 平 均 , 还 是 一 个 c.f.. 由 此 可 见 ;如 果 
《4. 3. 9) tr1, 1tER 
成 立 ; 则 
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《4.3. 10) ft) = exp[— R012 + 001)] > eT 
有 反之, 如果 (4. 3.10) 成 立 ; 则 1 
一 FReg.) /2 十 of = Re logf,.tt) = log [f(D | £12, 
并 进而 推 知 Rep (ty 一 1. 据 引 理 4. 3.2, 这 又 得 到 (4. 3.9). 于 是 
《4. 3. 9) 与 (4. 3.10) 等 价 , 从 而 亦 与 ‘4. 3. 7) 等 价 . 因此 ,为 了 证 明 
《4. 3.7) 与 (4 3.8) 等 价 , 只 需 证 (4. 3. 9) 与 (4. 3.8) 等 价 ， 
对 每 #n 六 1.1 以 ww 记 吉 :的 d.f., 则 由 引 理 4.83.1 知 
名 :对 应 的 分 布 密度 是 
2 1 — Fs) Jdu/oiss zx 0, 
Puna CE) 一 。 
2| Flo)du/ot.,, TO. 
于 是 ,进一步 可 求 出 对 应 的 分 布 密 度 
让 - 
2 > Feld u/s >, 0, 


prtZ) 于 a 
[By " Foldu/o:, 工人 
二 一 | 本 


由 此 ,利用 Fubini 定理 不 难 算出 :对 任 给 es>>0， 





下 
rx 可 
| pr)dr= DEG, — eo) Tee, ,se 
-EE He 下 一 】 


是 
pu) d= 二 DUECE,, + eco) Tie ee 
一 下 点 一 


上 


这 样 ,我们 就 推 知 (4. 3. 9 等 价 于 
lim| pirYdr =0, eo, 


ed | Ee 
等 价 于 
3 
《3.11)》 limB DECS,) — eo liye = 0, > 
J | 
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人 对 每 n 字 1; 当 | | 之 on 时 | | 一 0.8/2> | 1/2 (一 
hn 故我 们 有 





1 Sge, Ts. len J 访 3 人 le | 一 0E/2)° 1 中 大 直 


403 RL 


< 起 —s 1 Spe, Ts el 
cn k=1 . ” 


这 又 说 明了 (4. 3.11) 等 价 于 (4. 3.10). 定理 证 完 . 
通常 ,条 件 (4. 3. 8) 称 为 Lindeberg 条 件 . 以 上 ,我 们 给 出 了 
L-F 定 理 的 一 个 直接 的 证 明 , 下 面 我 们 将 借助 第 二 节 的 结果 ,针对 
独立 r.v- 序列 的 情况 来 加 强 L-F 定理 的 结 
定理 4.3.5 设 独 立 t.v, 序列 1,a 字 1) 符 合 荣 件 下 一 0， 
于 总 一 < 以 及 机 人 > 记 
S$, 一 p> 一 Sa, n> 1. 


El 


则 下 列 三 种 说 法 等 价 : 


(1) 等 式 
【本 , 3. 2) lim maxegyr zs 一 站 
1 
成 立 并 且 
(4. 3. 13) S/S Sg; 
(2) 等 式 (4. 3. 12) 成 立 并 且 
» . d 
(4. 3. 14) SE 
{3) Lindeberg 生生 
(4. 3. 157 lim 名 by DD EE eos, = 0. 
证 明 易 见 (i) 疙 含 (2). 对 每 nn 宇 1 ,1 所 n, 令 
[= 一 A 


对 {1 人 nn 字 1} 用 定理 3.3.4 又 知 (2) 列 含 (3). 再 对 每 n 实 
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1 ,1s5R<m 合 
,到 一 
对 靳 差 阵列 {名 1 有 n,n 宇 1) 用 定理 4. 2.10, 妈 知 (3) 叉 
蕴含 人 7). 证 完 . 
这 个 定理 说 明 一 个 有 趣 的 事实 :对 于 独立 r v 序列 而 言 ,在 
(4.3.12) 之 下 ,S。/ 马 对 下 的 依 分 布 收效 和 混合 收 笋 是 等 价 的 . 
作为 定理 4. 3.5 药 推论 ,等 易 得 到 
系 4.3.6 如 人 六 1)} 是 ii.d. 的 r.v. 序列 ,E61 二 0,Ef1 二 
E00,00), 则 
S/o mn) Sg. 
系 4.3.7 设 {56.,4 守 1 是 独立 rw, 序列 ,对 每 n 宇 1, ES, 一 0， 
又 存在 人 >0 司 五 | | <eo. 如 果 


lim PIEIS|/B 1 — 0， 
则 
m. dd 
SJ/E,— > &. 
3.2 Berry-Esseen 定理 
从 系 4.3.7 可 以 看 出 ,对 于 满足 一 定 矩 条 件 的 独立 .vw. 序列 
{& 321) ,其 部 分 和 序列 {5,,n 访 1} 服 所 中 心 极 限定 理 , 即 
S / 工 - 志 和 
《 妇 前 ,有 导 记 部 分 和 的 方差 ). 以 已, 记 3 的 df,, 由 习题 4.1 
之 3 可 知 这 时 亦 有 


sup [EF, Ce) — B(x) | 0, nn— oo, 
由 此 便 引 起 了 一 个 以 一 层 的 问题 :sup 1F.Cz) 一 (Cx) | 以 名 快 的 速 
度 赵 于 0. 下面 我 们 就 来 解 史 这 个 问题 . 
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对 每 了 0, 仿 
zz 一 【1 一 cos3 了 JAVAOocrr23 ， | 
(定义 wrC0)=lim wr(z)? 一 了 7/C2r0) ,不 难 见 vr 作为 x 的 函数 是 一 
个 分 布 密度 ,而 且 它 对 应 的 ec.1 是 
1 /TT 
artt) 一 
口 ， | 人工 

引 理 4.3.8 设 忆 是 一 4.f ,又 是 上 的 消 数 G 有 有 界 咎 画 数 
C 且 满 足 
(4. 3. 16) G( 一 ce)》 lim G(x) 一 0 

Glan) 二 LimCer) = ] . 
记 M=sup|G' (zx), 又 对 每 x 万民 ， 
Cd, 3. 17) ACT) = POT) -CD 
GTfz) 一 [ sc 一 ypr0y)dy， 
则 对 每 了 0， 
(4. 3, 18} suplAtzY| 2 sup |dr Cz) | 十 24M /aT), 

证 明 为 方便 起 见 , 记 e=sup1ACz)|, 由 于 6 处 处 连续 而 且 

{4. 3, 1 人 ) 成 立 , 故 sup [tr 过 9 了 而 
Ee 之 1 十 sup |GCrY| < ce， 

我 们 首先 证 明 ; 存 在 xoER 使 Atxro) | 一 e 或 |Alxo 一 0)| 二 
成 立 . 如 二 0, 丫 论 显 然 成 立 , 芍 无 妨 设 二 0. 由 于 AC 土 2) 二 
im A(z)= 一 0, 故 可 取 人 >0, 使 当 |z|>> 这 时 |A(z)|<e/2 从 而 

8 一 sup |ACz) | ， 
由 此 ,我 们 可 取 {z 空 二 C[ 一 人 之] 使 1ACzo 1 一 8 设 roE[ 一 之 ， 
过 是 {rvsa 之 二 的 极限 点 , 则 当 并 {zn:zrnr 字 zy 一 ce 时 ,Atzo)| 一 
6 当 共 (rpo<zt) 一 cc 时 ,Arzo 一 0)1==-e 可 见 我 们 所 要 的 结论 
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其 次 我 们 证 明 当 (ro)= -一 s( 或 Am 一 9) 一 一 e 时 ， 


(4. 3. 18? 成 立 . 这 时 .我 们 表 
Brtw — Ef 2M)) = + 





其 中 
太一 | Ar — E/NM) — Turtr dr; 
[ze (CEM) 


[= | Am 一 ed 一 ror(zydz 
. [Ee 


”由 于 A(xzn-sA2a1) 一 se 对 每 1zj>e/ (2MD) 成 立 , 硫 


Tl 之 =| wrtxdr 
[Ee 
2E dx 
< 二 一 一 7 
TJ 了 8M/ Cr 
此 外 ,在 下 列 不 等 区 
ACrn 二 





一 下 (3 -人 一 下 (1 或 民 人 (ro 一 0 一 CC 一 中 十 人 Co) 
GC) -Gr 一 5) 

一 人 ro — Oss CI) 

My， ss 让 0 


中 取 s=e/(2M) 十 z 并 注意 | zor(x)dz 一 0 ,又 得 
Er tay 
LL | {Mfe/ QM) + 2] ~ evrCe)dz 
二 一 三 vr {xdr 


2 tn 


. 
ok -| mds] 
Iri>eit2 My 
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因此 , 当 点 Kx) 一 一 上 或 Am 一 站 一 一 E 时 ， 
sup |ér tz) | 尘 一 合 (xo 一 ef/ (2M)) 
将 一 (+1 宕 了 一 汪 


即 (4. 3. 18) 成 立 . 
最 后 我 们 指出 ,用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 有 明 当 A(x) 一 e 或 
和 (xzo 一 0 一 E 时 ,(4. 3, 18) 仍 然 成 立 . 这 样 ,就 结束 了 引 理 的 证 明 ， 
引 理 4.3.9 设 下 和 GG 是 d.f. ,fF 和 g 分 别 是 对 应 的 c.f.., 如 
果 避 有 1 界 导 函数 GG, 记 对 一 sai (zx)1, 见 对 每 TT>0， 
(4. 3.19) sup [FOX) — G(r) | 
1r7 [FAG — gC) 24M 
< 二 |。 王 人 |a 二 本 
证 明 记 入 ,7 如 (4.3.17), 根 据 引 理 4. 3. 8, 为 证 (4. 3. 19)， 
只 需 证 
人 _ 
(4. 3. 20) sup lr Cr) | < 去 | 全 Et 
以 Yr 记 mo 的 df ;y 则 d. 二 二 与 d.f Vz 的 状 积 
Fx Vi}(x) 一 [Fz — yjvrty)dy， 之 和 机 
其 对 应 的 c.f. 为 


f(artt) 一 | 























dr. 








0， 1 > 了 ， 
FDU ld eT. 
由 此 不 难 见 |FC*，)arC，) | 在 R 上 对 Lebesgue 测度 是 可 积 的 . 因 
此 x Vr 绝对 连续 且 可 表 为 

pave = | [i] /dr — lub)du Nd. 
同 理 G * Vz 亦 绝 对 连续 且 可 表 为 

(CCrynDC0 一 [ar) ,ee — ledu ld. 
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这 样 ,我 们 就 有 
BC [FPC 一 光一 cc ~ yh)dy 
= (FxVrd(tr) - (Gx V(r) 


T 1 了 . 
= 国 { 盐 | eu[flu) — g(u)JT — luan}d 





sr im] de LAeo — g0)JT — hul)du 





























-ia i 

-rlin| ， OD 一 SO 一 ID 一 和 du. 
如 果 | | 人 人 di = oo,04.3.20) 是 显然 成 立 的 , 故 无 纺 
设 | To en 这 时 ， Lebesgue 定理 知 

im| [re 一 go] lal] tds = 0, 

de TT . 下 
从 而 

5rco 一 | A EIT |u jewdu, xER,. 


由 此 可 见 (4. 3.20) 成 立 证 完 ， 
下 列 尖 于 独立 和 dt 向 标准 正 态 4.f. 收 敏 速度 的 定理 就 称 
汶 Berry .Esseen 定理 ， 
定理 4.3.10 设 a 是 性 一 固定 正 浆 数 ,r.v. el,…,E, 相 瑟 独 
立 , 对 天 一 1 有 一 0 下 15 <ioo, 记 


oi= ES; 7 = MES, 
二 1 二 | 








— SE; FC) = PS, Er), xzER 
=| 


由 
(4. 3. 21) sup [FC — Ex) | RY, /as， 
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证 明 由 于 当 667,yo7 产 1 时 ,04.3.21) 显 然 成 立 , 故 无 妨 设 








《4. 3, 22) CY /oT 1. 
对 每 R=1y ns 一 | 3 
i os, 7 
Blt) = exp| ， 一 3 i 十 弱 j2|， t 去 县. 








当 上 使 得 2cscoe>> 323 成 立时 ， A 2 空 * 因 而 
《4. 3. 23) Bl) 守 1， ttER. 

















当 上 使 得 2020, 4 所 373 < 二] < 
他 
于 ,因而 
, 
AD >>exp| 一 到 2 |>es|- 呈 |- 
此 式 与 (4. 3. 23) 一 起 说 明 
了 
{4.3.24) Bl) exp 一 中 t € Rsk = 1 ya。 
对 每 器 一 1 ‘Rs 有 的 ee. f, * 则 可 表 
t | Et Me ) 
(4. 3. 25) gl 六 |=1 DE +O ER, 


其 中 |9| 志 1 又 记 T= 包 [多 1. 易 见 当天 使 20t6.4 才 375 时 ,对 任 
何 zE[ 一 ,7'] 均 有 | 

















f20g: 一 2 . 8 9020 | 2 ] 
Tp = LL Lu 2 
i 0 1 1 | RR | gg 
因而 
" BB 3 2233. 
Rl < 1 一 5 十 3 么 成 对) 








这 与 (4. 3.23) 一 起 便 说 明了 
(3.26) |o[E)|<BD, I ST ln 
点 
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此 外 .由 短 不 等 式 推 知 
DE < > < 

浅 利 用 (4. 3 25) (4 3 22) 和 不 等 式 e -1 一 saz/2(z<9)， 又 

得 














= | | 
(4.3.27) 之 | 引 二 | op| 一 
9 Sy | “ 2 : 2 
< 天光 











一] 
| 


























< 二 | 宇 | + 二 
EA 

6 4 Gel 8 on， 
本 We 

< 1+ 外 ,ld <7. 


记 SAos 的 ct 为 所, 则 由 C4.3.242 ,C4,3.26) 和 (C4.3.27) 我 


们 得 ;对 任 iE[ 一 ZT, 了 ]， 
1/ CY — exp(— 12/2)| 


一 Hl Jexp| — 人 | 
<Dl[1s(#) [LI en- |] 





























7 一 | 了 了 一直 
Sl 
A 2=1 Ss 1 i:k+1 ?| 205 ] 























NE | exp| 


13 :1 141tl 5 1 
襄 | 加 




















， 2 
ft) 一 exp 2 a 





二 
一 (2x)- 1 maxexp( 一 X22) = C27) < 0. 4， 


利用 引 理 4. 3.9 便 最 终 得 到 
sup [F.Cx) 一 更 (rz 所 





并 填写 + 二 


< 5.960,/0,), 


故 (4. 3. 21} 成 立 . 证 完 . 





把 上 述 定理 用 寺 ii.d. 的 情况 ,就 得 到 Berry 最 初 关于 正 态 





通 近 的 结论 ，. 


系 4.3.11 设 台 是 任 一 固定 正 整数 ,r.v 后 独立 同 分 
布 . 如 果 ES —0,Ee = 0 Ed = 记 Sg /le vn) 


256 





的 d.f. , 则 
suplF, tre) — Br)| 之 6(7/a]37 aa， 
. 工 ER 


3.3 独立 r,vY, 阵列 的 辊 大 数 律 

在 讨论 弱 大 数 律 之 前 ,我 们 先 引 进 一 些 必要 的 术语 和 概念 . 

设 上 是 -个 r.v. ,是 与 独立 同 分 布 的 rv , 则 我 们 称 r- v. 
:二 一世 是 的 对 称 化 r.v.. 设 定义 在 概率 空间 (0,.F ,P) 上 ， 
也 许 (Q2,97,P) 上 并 不 存在 与 独立 同 分 布 的 1.v. 二 ,从 而 不 存在 
它 的 对 称 化 r.v. 信 ,但 是 ,我 们 可 以 考 虚 “扩大 ”了 的 概率 空间 
CXN PxXPI 的 rv. ew ym) =#(on) 和 和 中 (ow. sus) Oo 
《wr (wwz€0). 在 这 个 “扩大 ”了 的 概率 空间 上 ,入 独立 而 且 “ 
它们 都 与 同 分 布 ;从 而 帮 一 8 一 记 是 的 对 称 化 rv , 正 是 在 这 
样 的 意义 下 ,我 们 认为 r.v.& 的 对 称 化 r.v, 总 是 存在 的 . 换 句 话 
说 ,我 们 十 脆 就 认为 概率 空间 (0D,. 天 , 忆 ) 足 够 “大 ”, 能 "容纳 ”下 一- 
个 与 独立 同 分 布 的 r.v. 专 及 的 对 称 化 rv 名, 不 仅 如 此 ,对 于 
一 个 定义 在 vw 于,P} 上 的 fr.v. 序 列 售 ,xn 空 1), 我 们 也 认为 在 辣 
一 概率 空间 上 存在 与 它 独立 的 r. 9. 序列 {yn 守 1} 及 它 的 对 称 化 
rv 序列 { 合 二 一 ,yn 这 1}, 


对 于 概率 空间 (0 ,P) 上 .v.$, 我 们 将 把 符合 条 件 
P(Em)1/2, PEEm) 1/2 
的 任何 实数 zx 称 为 上 的 中 位 数 . 有 时 候 为 了 标明 r.v.< 的 中 位 数 
面 使 用 记号 后 ), 易 见 , 任 一 rov， $ 的 中 位 数 存在 但 未 必 唯 一 ;又 
易 扎 对 性 何 实 数 C, 下 列 关 系 成 立 
mCe) 一 Crrfe)i at 十 有 一 也 二 mE).. 
此 外 ,关于 中 位 数 还 有 
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引 理 4.3. 12 设 关 是 rv. 的 一 个 中 位 数 , 则 对 任 给 se>0,5 
ER, : 
(4. 3. 28) Pa — ml 2PUF | e) 
POUE— Bb| 2). 


证 明 ”以 Ei 记 与 #* 独 立 同 分 布 之 Tr,v. , 则 
Pl eBPE— me m0) 
= PE PE Em) Pm 


同 理 可 证 





P(E&' 过 > FP m < 8). 


把 以 上 两 式 相 加 即 得 (4. 3. 28) 之 前 一 式 , 又 

PO | 守 j= POE) (Do) 

和 外 e/2}) + P(E b se/2) 

故人 4. 3. 28) 之 后 一 式 亦 成 立 . 证 完 

在 讨论 独立 r.v, 阵列 行 和 的 弱 大 数 第 之 前 ,我 们 还 需要 一 个 
关于 <. f, 的 引 理 . 

引 理 43.13 设 rve 的 cf 是 六 如 当 0O<cis1 时 ,0 一 
Rer(t 委 1, 则 对 任 给 sE (0:1) 存 在 天 0 使 


(4. 3. 29) PK 六 旧 过 一 K | logRef Gydi, 
| 








(4. 3, 30) EéI ee < Klog Ref (1}). 

证 明 以 下 记 I.v.$ 的 qd.f.. 注意 当 定义 sinz/z|._, 二 1 时 ， 
sinzr/z 是 及 上 的 有 界 和 连续 函数 并 且 对 任 给 eE {0,1), 丰 在 >0 
使 1 一 sinx/zx 这 1/K 对 一 切 |x| 实 e 成 立 , 义 注意 当 0<<z<l 时 ， 
一 log* 之 1 一 xz, 我 们 得 
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一 K| log Ref {iY de: K| 0 -— 了 et ld 
局 站 


一 : K| a| 【1 一 costrydF (zr) 
总 R 


| 


x| (1 — sinr/z)dF (zx) P(E| 2 e). 
点 


这 证 明了 (4. 3.29), 注意 当 定义 (1 一 cosz)/z?|so 一 1/2 时 , (1 一 
cosx) /zr? 是 有 圈 连 续 函 数 并 且 对 任 给 eE (0,1), 存 在 下 汪 0 使 当 
fr | 竹 s 时 , (一 cosx) /xr 之 1/ 民 ;又 有 


— Klog Ref (D> KL1 — Ref (1)] 一 天 | .G 一 cosr)dF(z) 








WY 


| zidF (x) 一 ES se 
EA 


这 又 证 明了 (44. 3. 30). 证 完 . 
定理 4.3. 14 设 信 .41 和 sn 字 1} 是 独立 r.v. 和 医 列 ,一 
oo, 四 








(C4. 3. 31) max DUS.l > EI—0 

对 任 给 s>0 并 且 

《4. 3, 32) 5 eo 

当 且 仪 当 | 

(C4. 3. 33) . pe 0 

对 任 给 e>>0 成 立 并 且 下 列 两 式 对 任 给 r>0 或 对 某 c>0 成立， 
C4. 3. 34) VEE le se -一 0i 

(4. 3, 35) Dvare, sae er > 0, 


证 明 定理 * 当 ”的 部 分 是 定理 4.2.9 的 推论 (习题 4.2 之 
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8) , 故 只 需 证 “ 仅 当 ?部 分 ， 
以 mas 记 二 :的 中 位 数 ,由 C4. 3.31) 易 得 


max |m.ia|— 0 
1 


(参见 习题 4. 3 之 14). 因此 为 证 {4.3.33) ,只 需 证 


(4.3.36) PUB rile) 0 ce>0. 
上 = | 
. ， . 所 ， 
以 名 ,记名 < 的 对 称 化 rw , 则 Si: 一 他 /名 是 8 的 对 称 化 z.v . 利 
用 (4. 3,28) 式 ,由 (4.3. 32) 可 推 知 
”SiS 0. 
但 是 ,名 ,名 相互 独立 和 而且 对 每 有 一 1 ,和 ,如 以 /4 记 
的 ef. , 则 名 ;的 c.f 是 1f.4|*. 因 此 又 有 
“ 二 


《4. 3. 37) IT | fas | 一 Fexp (itS:) —1 


KE 


在 任意 有 限 区 间 对 :一 致 成 立 ( 习 题 4.1,4). 了 6 充分 大 使 当 守 
Li 时 ,对 一 切 ol 均 有 





172 雪 Tlf) 1 
R=1 . 
以 及 对 每 并 一 1 由 
. 0 < | 六 CD) 1. 
于 是 ,由 (4. 3. 28),(4, 3.297 和 有 界 控制 收 伍 定理 得 


大 


二 + ， 
DPUE ,mm OCI PUE| 2 e) 
4 一 1 | 





< 2K Dloglfisl’ ed 
EL 


一 一 aKk| log[ Tl [fa lt) |dt — 0. 
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这 证 明了 (4.3. 36) 从 而 也 证 明了 (4. 3.33)》， 
对 任意 的 YE 和 任 给 的 s>0, 我 们 有 


VSTE 了 I 本 《人 有 ee 





E(t 一 CYT sea wa ， ， 
一 2 有 [| Se/2EE Tes 一 2E’ET ee 
=2P(UéE| RE/ vartl lssal — 2PCE| > Ee/29 ET, ge 


2PC 人 1 < EA2 DJVwRLYET ee) epPClél > E/2) 72. 
由 此 ,再 加 二 (4.3.30),(4.3.37) 及 已 证 之 (4,3. 33) ,我 们 得 ;对 任 


给 过 


2 mn 六 (| 和 | 委 Dvaré,lis lr 
1 i Hr 























中 
ELIO POS | Evaré ds, en 
k= 


是 


点 . 
志 vartis de es 十 27 SPOS > 7) 
= 一 1 
点 


扫 一 天 >log[ 7 十 2r2 和) PE > 0) 
R=1 k= 1 


-> 0. 
但 是 , (4. 3. 31) 意 味 着 min POS | 所 ) 一 1; 故 上 式 说 明了 


(4. 3. 35) 对 任 z 成 立 ， 
对 任 给 之 se 二 0 和 r>0, 由 已 证 之 C4..3.33) 得 


让 训 
PllS.— Déalos an | ee DPUE Er) 0. 
志 二 ] 二 了 


此 式 与 (4. 3. 32)- 一 起 推 知 


让 
2 P 
>) Gd se er 一 > OD. 
k=1 
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但 是 由 已 证 之 (4. 3. 35)， 对 每 e>0 又 有 











站 人 
Pl | sli Sr 之 ES eT :le gle! | 之 e) 


生 


< > Var rd tte, ,ler /es — 心 ， 


下 一 1 
这 又 证 得 了 (4.3. 34). 总 之 ;我 们 在 (4. 3. 31) 和 (4. 3.32) 之 下 证 得 
了 (td4, 3. 33) 一 C4. 3,35), 证 完 . 


3.4 独立 r.Yy. 序 列 的 弱 太 数 律 

我 们 先 把 3. 3 的 讨论 先 落实 到 独立 rr 序列 的 部 分 和 的 情 
i 部. 

定理 4.3 1 对 独立 crv 序列 人 ,六 1) 和 实数 列 
Da, co, 





1 we 了 了 

(4. 3. 38) 和 0 

当 且 仅 当 王 列 三 式 成 立 ， 

《4. 3. 39) 了 已 (| 名 | Ba) — 0; 
上 二 

td. 3. 40) 过 DEé Tse "0; 

mT hl] 

(4.3. 41) DD vor ee, 一 日 ， 

中 二 一 1 


证 明 先 证 “ 当 ” 的 部 分 . 由 (4. 3. 41) 推 知 


?| | 2 Tee 一 2 Tec 


< 2 CvareTilgsce DACead2) 0 


对 任 给 e>0 成 立 . 此 式 加 上 (4. 3. 40) 又 推 知 
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/au > | 








区 Hh Fr 
二 7 和 一 ~ 
中 一 1 
日 是 ,由 (4. 3. 39) 芯 有 


站 - 
i 1 

人 1 一 2 Sais 
=1 











— 





/a, 实 5] 





i 
» 
了 \ 





= PI | Dé ee > eg) 


<P' US|) 


< OPUS| 0) 一 0， 


故 在 条 件 (4. 3. 39) 一 (4. 3, 41) 下, (4. 3, 38) 成 立 ， 

再 证 " 仅 当 * 部 分 . 对 每 n 写 1,1 二 4, 令 

Es 一 La . 
对 1 1 去 Sm) 用 定理 4.3.14 知 只 需 证 由 条 件 0<a, +: 
和 (4.3.38) 可 一 起 推出 ;对 任 给 e 汪 0 
(4, 3, 42) maxPll& | 宇 sa,) -= 0. 
用 皮 证 法 ,如 (4,3.42) 不 成 立 ; 必 有 之 0 和 名 守 0 以 及 {mn} 的 于 序 
列 1 过 Ni 一 < 一 oo 使 
,max POS 六 soaw ) 六 


于 是 ,对 每 n 宇 ] ,存在 外 满足 1& 太 NN, 使 

(4. 3.43) PUSS | Fea) 6,. 

如 果 {&, ,rn 访 1}) 是 有 界 序 放 , 即 存 在 天 之 0 使 1 太刀 KK. 则 由 a 相 
0o5 推 知 | 





5 





























| |/aw, 所 Cmax [Sl) /an, — 0. 


与 (4.3, 43) 弄 上 持 . 如 果 癸 sn 宇 1 } 是 无 办 序列， 无 妨 设 点 中 ce, 刚 由 
《4, 3. 43) 扒 知 
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PCOS | 他 404) 之 PC 名 | 实 500) 这 让. 
这 双 与 (4, 3. 38) 之 下 列 推 论 
e/arl < | D8/ + | Ss /a 0 
发 生 了 矛盾 . 因此 ,(4. 3. 42) 必 须 成 立 .证 完 . 
下 面 青 把 定理 4. 3. 15 的 讨论 落实 到 ii.d. 的 cv. 序列 的 情 
况 . 
定理 4.3.16 设 { 人 fr 关口 是 :id 的 rw 序列 ,是 上 & 的 
cf ec>172. 则 下 列 二 种 说 法 等 价 ， 
(1) 存在 {6,,n 斌 1} 使 


E FP 
2 — bb,— Os 
下 一 上 . 
(2) 天 有 (| 二 | Sn )—0; 


(3) llog | 1 在 1=0 可 导 . 
证 明 据 引 理 4. 3.12.(1) 等 价 寺 








” FP 
《4. 3. 44) AD 0. 

点 二 1 
据 定理 4. 3.15,(4. 3. 44) 叉 等 价 于 下 列 三 式 
《4. 3. 45) 五 下 人 | 人 | nn) — 0; 
1. 3. 46) nl ES Ts en > Gs 
4， 3， 47) nl Var 全 了 go — 人. 


由 于 丘 是 对 称 的 , 故 





ESTile ec) = 0, 
从 而 54. 3.46) 成 立 . 又 注意 
(4. 3. 48) a vartiT, le 1 一 A Tig [SE 


加 


ED 1)" < | 吝 | < 上 


点 一 1 
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n 


更 
Cm 1 
上 一 ] j=] 
On! Dd | 名 上 之 也) 
了 一 1 


SC DF] Dp Dj PGE 7), 
i=} 7 一 1 


这 里 ,C 表 - :正常 数 , 由 于 上 式 之 右 端 是 序列 :并 (| 名 | 产 六 ,1 所 5 
过 之 加 权 平 均 , 故 当 (4, 3, 45) 成 立时 一 定 趋 于 0. 这 样 ,我 们 就 
证 明了 (4. 3.45) 草 含 (4, 3.47). 于 是 ,(4. 3. 45)--(4. 3.47) 等 价 于 
《4. 3. 45)， 从 而 人 17 等 价 于 (27)， 
下 面 我 们 证 明 517 等 价 于 (3). 根据 前 面 的 说 明 , 为 此 只 需 证 
《4. 3.44) 等 价 于 (3) .注意 总 的 cf 是 | 7 了, 我们 有 
(4.3.44)3|7 I? tn 1 1tER 
canlog | Fl/n}—* 0, teER. 
因此 ,如 (4.3.44) 成 立 , 则 
Ca ltly log|lfl(/nY| 0, nmoo 
对 上 绎 | 蕊 ,2*) - 致 成 立 . 由 此 不 难 见 
C4. 3. 49) limlloglf|(21"/s = 0, 
即 53) 成 立 而 且 导 数 之 值 为 0. 反 之 ,如 (3 成立 * 由 于 |log|7 上 是 
偶 函 数 , 故 其 在 :=0 的 导数 必 为 0, 政 (4.3. 49) 成 立 , 由 此 不 难 推 
知 对 每 :ER,nlog|F|Gn") 一 0 从 而 (4. 3. 44) 成 立 . 这 样 ,我 们 证 
得 了 (1) 等 价 于 C3). 定理 证 完 . 
作为 定理 4. 3.16 之 推论 ,我 们 得 
系 43.17 如 会 人 六 1 是 id 的 rv 列 ,是 训 之 cf ， 








则 
严 p 
ni! > 名 一 > 人妖 
之 充 要 条 件 是 
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ES em 下 
成 立 并 且 下 列 两 条 件 之 一 成 立 ， 
nP(| | 2 nn) -0 
log | 了 | 在 上 = 一 0 可 导 ， 


习 题 4.3 


1， 证 明 系 4.3.6 条 4. 3.7, 
2 设 { 夺 sn 斌 1} 是 独立 rv 序列 ,存在 太守 0 使 sup | 有 [| 委 天 


a. 8. .证明 ;如 Svaré, 一 co,， 则 


可 


>) (6 一 Et)/{ Svaré, ) 1 $6, 


二 一 1 


3 设 { yn 宇 1]} 是 独立 rv 序列 ;对 秆 nn 宇 1 


PC 一 上 2 2 PC 一 土 1) 一 六 (1 — 2 "). 


证 明 :{e ,2 芝 1} 不 满足 Lindeberg 条 件 但 中 心 极限 定理 仍 成 立 . 
这 与 定理 4. 3.5 之 结论 是 理 了 矛盾? 为 什么 ? | 

4， 设 ! 读 ,n 记 1 是 独 江 .vw 列 ， 

PES, = nn) = /nn, Plé,=0)=1— 1/n, 

其 中 5 一 D72<ea. 证明:Lindeberg 条 件 成 立 当 避 仪 当 6 所 Bl1. 

5， 设 f,n 这 1} 是 独立 同 分 布 r.v. 刚 ,是 民 ER 上 的 对 称 阴 
数 , 定 多 {sn 实 志 如 习题 2.3 之 12, 证 明 : 如 果 E 产 (se 丰 ) 之 
co ,本 Fe 6 = 


二 
ne, 一 有 7 一， 











其 中 
本 一 EELESCACGE sm Se) Oo Fl. 
提示 :考虑 独立 同 分 布 的 rv. 列 
ECF EEE 1 
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其 部 分 和 记 为 S， 则 本 So 

6， 设 人 ,六 1} 独 立 同 分 布 ,其 共 问 分布 密度 
_ fl/x, 并 
PP 一 1 一 1pza，z 二 一 1， 

















证 明 ;S,/(nlogn) 1 人 (注意 & 的 方差 不 存在 ). 
7， 设 {8.41 守信 1} 满 是 刀 一 oo ,对 每 4 守 1 ,1'， 
< 独立 回 分 布 , 写 出 此 时 Lindeberg 条 件 的 特殊 形式 . 
8， 设 41] 入 和夫 裕 1) 是 独 辽 了 .vv. 阵列 ,对 每 nn 之 1, 每 
1<sRsR 满足 
PP 一 1 per Phi = 0) = 


丰 
Ll pT 9, = 1. 记 5S. 一 DE 证 明 3 
1 


i 

17 如 Ek. pO , 站。 一 站; 

(02) 如 各 >4.0 一 4co0, 刚 S, 今 P;, 其 中 P, 表示 参数 为 A 
的 Poisson 分 布 的 df ; 

C32 如 ks pa on 网 

三 
{5, — hp) (kp 一 加. 

9， 设 vB 遵从 参数 为 (m,ns) 的 Beta 分 布 , 即 PB, ~ 
至 , (见习 题 1.1 之 23). 证 明 

£1) 园 定 nm, 当 妆 一 cc 时 

Rafa an, 二 了 

(2) 当 noe, 
1 
其 | 
19、 设 信 sn 宇 1 是 独立 同 分 布 的 r.v, 到 ,其 共同 d.{, 是 下 ， 
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，1 2 _d 
+ 过 | [Ca 十 a), — nn] 多 . 
Lis I 





以 的 深 序 统计 量 . 对 任意 的 a. 守 0 和 
盛 尼 , 证 明 下 列 三 命题 等 价 : 
(1) 对 某 个 &31, 存 在 d.f.G 使 
(Es — Bo) /a 二 Ci 
《2) 存在 取 值 于 的 非 降 右 和 连续 函数 满足 友 一 co) 一 0 
和 ww 十 co) 二 co 使 对 vv 的 每 … 个 连续 点 工 , 有 
nt DF th) — tr); 
(3) 对 每 六 宇 1 ,存在 d.f.G ,使 
(Fs — bas > 0,, 
并 且 下 列 关 系 式 成 立 : | 
Gi 二 TiCv)， 下 这 1. 
11， 设 如 题 10. 又 设 正 浆 数列 (oa 六 1} 满 足 
Es A CH 一 kD) ~ ce。 
对 任意 ws>0 和 各所 如, 证 明 ;: 存 在 d.f.C 使 
《一 by/a. SG 
当 且 仅 当 存在 取 值 于 R 的 非 降 省 连续 且 满 足 w( 一 00) 二 一 0%， 
uto0) 一 co 的 函数 ,使 对 于 它 的 每 一 个 连续 点 x. 均 有 
(十 DLFiart 6 Oo En 7) nr om— ,+ 1 1 
— (rc); 
其 中 局 与 w 满足 关系 . 
Gr) = Br)), TER. 

12， 设 {Un 实 1} 是 独立 同 为 (0,1) 上 均匀 分 布 的 r.v. 列 ， 
Ui 是 UU 的 次 序 统计 量 , {8,,n 实 1} 是 满足 条 件 
并 eo, kA(nt+ 1)—0 

的 正 整数 列 , 证 明 


Ge 一 1)[ ~ haf nt DR S$ Br). 
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13、 设 (6 :231} 是 独立 同 分 布 随机 向 量 序列 ,对 
每 nn 宇 1， 
Fé, C= OO, = ly ms 
EE = (Cov(é tan = Lr) mm 


记 Si 一 3 = lyn = 1. 证 明 : 
(S/R I Sa/ VA) Ss NGO,S), 
其 中 六 (0, 王 ?是 均值 问 量 为 0, 协 方差 阵 为 马 的 4 维 正 态 分 布 ， 
14， 对 每 n 们 1; 以 mm 记 工 .v6 的 中 位 数 , 证 明 如 总 二 0, 风 


Fes 
15. 称 只 的 子 集 4 是 对 称 的 ,如 了 E4, 则 一 zE4. 证 明 : 如 
果 4E 表 是 对 称 的 ,二 是 某 对 称 化 r.v,，, 则 
(STiren see 4 二 CE Tipea, ET geary). 
如 果 {14。 yt] } 到 是 一 对 称 集 列 下 又 {2 天 } 独 立 ; 则 


{ET ea Saliee a) sn = 1} 

{CaT reals 一 Te "Hi 六 1 
注 : 两 个 随机 元 ”和 如 有 相同 之 分 布 , 记 为 了 < 
15. 证 明 对 竹 一 rv, 列 信 , ,nn 宇 1) ;总 存在 0 天 ec 使 
6ja 二 0 
17. 证明 对 件 rr. 列 全 六 1 下列 二 命题 等 价 : 
(1》 存 在 饭 抵 玉 合 上- 记 二 0， 
(2) 名 二 0; 





(3) 名 一 m(&) 0. 
18， 证 明 对 性 Tr.v. 列 信 ,nn 主 1}， 


Pi 
上 下 
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当 且 仅 当 ELI& 1/ 二.1)]-*0. 
19， 设 信 ,;n 字 1} 是 独 卫 .VY. 剂 ， 
Plé, =— log 7) = P(é, = log nn) = 1/2. 





证 明 ， 二 >6 全 0 
20。， 设 对 rrv, 列 全 ,ma 衬 1) 存在 天 人 0 使 sup I | 和 KK 8. 5,. 
记 S; 一 206 ,证 明 
S/o 
当 且 人 妈 当 
[Yat ) /nn 三 D. 
21. 证 明 ; 如 信 ,wn 访 1} 是 iid. 的 ,EI 过 oo; 则 


St 
22， 设 Tv 风 {E niid, | 训 | 之 00. 到 设 Tv 到 {Mon 
之 1} 满 足 : 对 每 M>0,limPCh>M) 一 | 汪 明 如 果 {,n 宇 1} 与 
(0;2 宇 1} 独 立 , 则 
[2 
ES 本 
23， 设 信 ,n 宇 1) 是 独 谋 fv, 序列 , i 


S, 一 2 Qs 一 人 ESTiasnr 


试 在 条 件 . 
max max PUESEE) -0 
之 下 证 明 


(8S, — a /nt 0. 
请 问 , 如 果 把 上 述 条 人 性 减弱 次 
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nP(lls| Sn) 0, 





结果 是 再 还 成 立 。 
第 四 节 ”随机 过 程 的 依 分 布 收 全 


4. 1 相对 紧 (relative compactness) 和 胎 紧 (ftightness) 


随 视 过 程 往 和 在 是 取 值 于 些 离 空间 的 随机 元 . 对 于 这 种 随机 过 
程序 天 就 也 有 依 分 布 收 仇 的 问题 . 和 “有 限 维 ? 随 机 过 程 即 随机 变 
上 乙 和 随机 向 其 不 同 . “无 穷 维 * 随 机 过 程 的 分 布 要 通过 有 限 维 的 概 
率 测度 族 来 刻画 . 从 系 4.1.10 可 以 看 出 ,对 于 “可 数 无 窃 维 ”的 随 
要 过程 而 言 , 随 机 过 程序 到 的 依 分 布 收 人 敦 就 等 价 于 每 一 个 有 限 维 
分 布 列 的 弱 收 僵 . 这 种 结局 应 该 是 比较 理想 的 ,因为 我 们 可 以 借助 
于 di 和 fc 等 手段 来 研究 每 一 个 有 限 维 分 布 列 的 弱 收 效 问 题 ， 
进而 解决 随机 讨 程 列 的 依 分 布 收 襄 问题 . 踪 慷 的 是 ,对 于 - - 般 * 无 
穷 维 ” 的 情况 ,类 但 于 系 4.1. 10 的 结论 未 必 水 远 是 正确 的 ,我 们 比 
较 熟 悉 的 (CL90,1 28r[0,11) 就 是 一 例 . 








对 每 nn 主 ], 令 
nt, 0 1 
To2 A /tn 
1 2 ss]. 


再 令 xz 一 00<4s1. 易 见 

xD 一 (DSS 1 rm CM NDEI EC[o,1]. 

定 关 (CD90;1J, 流 cr50.1]) 上 的 概率 测度 gy 和 {pn 斌 1}, 使 
eC{r 0 = 1; 


tix), nl1. 
由 于 对 每 0 下 < 一 吉之 1, 当 2 人 2 时 均 有 
Po 一 AT 上 i 


a ok 





故 {15a 芝 1 的 有 限 维 概率 测度 族 总 是 骅 收 伍 的 . 但 是 很 容易 看 
出 ,概率 测度 列 {p6,n 宇 1} 并 不 弱 收 敛 ， 

为 什么 会 出 现 上 面 的 问题 呢 ? 经 过 一 番 考 察 就 会 发 现 , 主 要 原 
多 是 该 恒 中 的 概率 测 虚 列 缺 乏 某 种 弱 收 合 意 义 下 的 紧 性 . 事实 上 ， 
我 们 有 如 下 的 正面 结论 . 

命题 4.4.1 设 (C[0,1j, 统 c[0,1]) 上 的 概率 测度 列 满足 下 
列 条 人 和 件 :对 Tn 之 1} 的 任 一 子 列 fpow srt 全 1) ;存在 {jp6,n' 汪 1} 的 
子 列 fo"1} 利 (C[0,1], 字 [0,1] 上 的 概率 测度 jw 使 je 
A 如果 对 每 0<n< < 存在 中 上 的 概率 测度 kr .使 
(4. 4.1) pa he pe 
则 在 (CL0,1]; 朗 c[0,1]) 有 唯一 的 概率 测度 使 

. Hn 一 FE 
这 个 概率 测度 上 满足 :对 每 0 雪 < 于 1， 
Cd. 4. 2) Fi es 一 A 

证 明 设 tyw,w 祷 11 是 fn 宇 1} 的 一 个 子 列 ,x 是 C56,1] 


上 的 彼 率 测度 而 且 mu 一 ix. 则 由 定理 4.1.7 知 对 每 0<<41 之 … < 之 i 
el, 





了 
-1 一 ] 
Ai 


上 上 式 与 (4.4. 1) 相 比较 ,我 们 得 
HM = 和 
这 说 要 {pa 10 和 之 … 必 和 1} 队 一 确定 了 ji (和 参见 习题 1.4 之 
8). 于是, {p61n 之 1} 的 任 一 弱 收 合子 列 均 收 钱 到 同一 个 概率 测度 
总 它 使 (4,4.2) 成 立 . 
我 们 断言 六 一 六 如 不 然 , 必 存 在 BE 多 .50,1] 满 足 x(9B) 一 

0 且 使 
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| 和) 一 A(BY| 六 和 
对 某 己 关 0 和 无 穷 多 个 天 成 立 ,这 雪 必 与 从 1 六 二 中 可 以 抽 


取 于 列 {jo6r,m* 祷 1) 使 ww 相 了 矛盾 , 命题 证 完 . 

命题 假设 的 条 件 称 为 相对 紧 条 件 . 对 于 一 般 的 距离 空间 ,相对 
紧 的 定义 如 下 . 

定义 4.4.1 上 臣 离 空间 无 上 的 概率 测度 族 .好 称 为 是 相对 紧 
的 ,如 对 .好 中 的 任 一 序 至 1 六 1) ,存在 {x6,n 字 1 的 子 列 和 pw， 


4' 之 1} 和 下 上 的 概率 测度 pW/ 使 op. 

从 前 面 的 例子 和 命题 可 见 , 相 对 紧 是 十 分 重要 的 概念 . 因此 ， 
寻求 判别 一 个 概率 测度 族 是 否 相 对 紧 的 条 件 成 为 急 待 解决 的 癌 
题 . 考察 最 简单 的 情况 . 设 {Au sz 产 1) 是 妨 上 的 概率 测度 ,{P。 anZ 
1 是 对 应 的 由 上 列 . 根据 Helly 定理 ,对 {.,n 之 11 的 答 一 个 子 列 
{F922 这 1) ,存在 一 个 {Fy sn 之 1) 的 子 列 i 刘 wr" 这 1} 和 一 个 取 值 
于 L9,1j] 的 非 障 省 连续 函数 所, 使 

lim Fz) = Fx), x EEC. 
于 是 , 答 使 (fp,n 宇 1; 相 对 紧 , 只 需要 求 每 一 个 使 上 式 成 立 之 所 都 
是 d.f. , 即 满足 
lim F(z) — Os limF"(r) 一 了. 
不 难看 出 ,只 要 原来 的 测度 列 ! [jal1) 符合 条 件 
Cd, 41.3) im inf me([a， bp)=1, 


ee 





上 述 要 求 就 一 定 可 以 达到 . 我 们 把 R 中 满足 条 人 忻 (4. 4. 3) 的 概率 

测度 列 称 为 胎 紧 的 ttight). 这 个 概念 在 - - 般 距 离 空 间 推广 成 
定 允 4.42 设 . 么 是 距离 空间 X 上 之 概率 测度 族 . 如 果 对 

任 给 e 汪 0, 存 在 闫 之 紧 集 下 使 

(4, 4. 4 inf HCK) > 1 — &,. 


则 称 .% 是 胎 紧 的 . 
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从 前 面 所 说 的 是 上 概率 测度 的 情况 看 ,如 果 梳 率 测度 族 是 胎 
紧 的 ,那么 它 也 是 祖 对 紧 的 . 在 下 一 小 池 ,我 们 将 对 一 般 距 离 空 间 
上 的 概率 测度 族 证 明 同 样 的 结论 . 此 外 ,我 们 还 将 讨论 上 述 结 论 的 
道 命题 . 

相对 紧 和 胎 紧 的 概念 虽然 都 是 对 一 个 给 定 的 距离 空间 六 上 
的 概率 测 磨 族 定义 的 ,但 是 人 们 也 常常 把 这 些 术 语 用 到 取 值 于 已 
的 随机 元 族 上 . 当 取 值 于 区 的 随 视 元 族 信 ,XAE 4 对 应 的 分 布 族 
{Ps AE A 是 相对 紧 或 胎 紧 的 ,我 们 就 说 信 ,AEA} 分 别 是 相对 
紧 的 或 胎 紧 的 . 以 下 的 讨论 只 对 概率 测度 族 进行 ,把 它们 “翻译 ?成 
随机 元 族 的 说 法 应 该 是 十 分 容易 的 事情 . 


4.2 Prokhoroy 定理 


我 们 先 证 距离 空间 上 的 概率 测度 族 如 胎 紧 必 广 对 紧 , 采 用 先 
具体 后 一 般 的 路 线 来 完成 . 
命题 4. 4.2 对 任何 正 整数 ,如 RE 上 的 概率 测度 族 .zz 胎 
紧 , 则 必 相 对 紧 . 
证 明 设 (p,n 宇 1}C_A. 由 Helly 定理 知 存 在 {ysn 访 1) 的 
子 列 {p rr 全 1) 及 RR 上 的 测度 py 使 
A [Lad] 一 下 (Lay:5]) 
对 产 的 舍 一 个 连续 区 间 [a ,65 成立, 这 里 对 4 一 (a,*… ay) 6 一 
(60 天 ,区 人 间 定 多 为 
[ea ,5 = {x = (rye Ta 1 
而 六 的 连续 区 间 万 是 指 符合 条 件 
TCD 一 站 (fas]) 





的 区 间 ,其 中 
《ay = {r= Ce) < 一 1 , 皮 }， 
因此 ,为 了 完成 命题 的 证 明 , 只 需 说 明 j 是 RR 上 的 概率 测度 . 由 于 
- 巡 胎 紧 因 而 {pw sn' 宇 1} 胎 紧 , 玫 对 任 给 e 半 0, 存 在 a<6 使 [a,51 
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是 x 的 连续 区 间 面 且 inf pir (fa 由 之 1 一 < 于 是 
HR) Fash) = limpw (Led) 1 
上 式 再 令 oe 一 0, 立 得 w 人) 一 1. 这 表明 px 确 是 概率 测度 , 证 完 ， 
引 理 4.4.3 车 -A 是 距离 宝 间 久 上 胎 紧 之 概率 测度 族 ,f 
古文 到 距离 空间 Y 的 连续 映射 ,网 ?二 {pA} 是 YY 
上 胎 紧 之 概率 测度 族 . 
证 明 对 任 给 e>0, 取 蔷 之 紧 集 久 使 (4.4.4) 成 立 .由 于 太 
站 1 人 AR 上 故 由 04. 4.4) 推 知 
nt Eepf DFCKYY = nf pF (FR 区 inf {pCK) 1 
这 说 明 TH ' 胎 紧 国 为 了 连续 的 条 件 保证 了 A(K) 是 了 中 
之 紧 集 . 证 完 
命题 4.4.4 R" 上 胎 紧 的 概率 测度 旗 必 是 相对 紧 的 . 
证 明 设 - 乏 是 & 上 胎 紧 的 概率 测度 族 , 对 每 有 21, 以 二 记 
Rh 到 BR 的 投影 映射 .由 于 x 连续; 战 由 引 理 4.4.3 若 Hxr! 还 
是 胎 紧 的 . 再 由 命 古 4. 4.2, 叉 推 知 .和 rr 也 是 相对 紧 的 . 
| 设 fjmon 实 1}CCA 由 .Aa7' 相对 紧 推 知 存 在 {yn 这 1} 的 子 
列 (p6 yi 汪 ]) 和 娘 上 之 概率 测度 x 使 


“1 





Ac0D2T yD 
由 Yr 相对 紧 又 推 知 存在 1 {1 的 子 列 {p2 yi 宇 1} 和 六 R? 


上 的 概率 测度 "2 使 jp 2 | 全 5， 从 而 


pr， 下 一 1，2， 


如 些 继续 ,对 择 m>1, 我 们 得 到 fom ,i231) 的 子 殉 [sm ,i 这 1) 
及 R" 上 之 概率 测度 "” 使 


ER 
服 1 之 二 的 子 列 {oe ,i 这 1). 不 难 见 
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Trt} 
A> ， 记 字 1， 


而 {2,8 之 1) 是 相 容 的 有 限 维 概率 测度 族 . 据 定理 1.4.6, 在 有 
上 存在 唯一 的 概率 测度 y: 使 得 
pt 一 2 大 六 1 
再 利用 系 4 1. 10, 我 们 便 得 到 
se 
这 说 明了 .4 是 相对 紧 的 .证 完 . 

为 了 进一步 的 讨论 ,我 们 引进 一 些 记号 . 设 X 是 距离 空间 ,多 
是 其 Borel 集 系 , 又 设 瑟 * . 第 , 久 * 二 久 ' 门 朋 .对 于 古 * 上 的 概率 
测度 5, 我 们 将 以 x 来 表示 多 上 由 下 列 方式 “扩大 ”出 来 的 概率 测 
度 ， 

BY =yX'N B), BE 
反 过 来 ,对 于 和 上 的 概率 测度 y, 我 们 将 以 wr 记 作 限 制 "在 XxX" 上 
的 测度 ;其 定义 为 
民有 0， € WB". 
不 难 见 ,如 果 gtX*) 一 1， 那么 还 是 一 个 概率 测度 又 不 难 见 ， 对 
于 这 样 约定 的 记号 ,有 
(7 一 
而 当 jy(X*) 二 1 时 ,有 
《4. 4. 5) (HAN = 
引 理 4.4.5 如 .过 "是 和 上 胎 紧 之 概率 测度 族 , 刚 (2 
一 fy ioE -好 ") 亦 是 与 上 胎 紧 之 概率 测度 族 ; 如 .2' 是 叉 " 上 相 
对 紧 之 概率 测度 族 , 则 (HA') 亦 是 和 上 相对 紧 之 概率 测度 族 ;如 
-A 是 X* 上 胎 紧 之 爸 率 济 度 族 上 且 CK') 相对 紧 , 则 A' 相 对 
紧 . 

证 明 定义 苹 “ 到 XX 的 量 射 /x) 一 +,xEX', 由 于 是 连续 

英 射 : 故 - 老 ' 胎 紧 时 ("二 .A *' 六 ! 亦 胎 紧 ( 引 理 4. 4. 3) ,6 
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相对 紧 时 CW YY 一 .如 Y* 广 ! 亦 相对 紧 ! 定 理 4.1.7). 可 见 引 理 之 前 
两 个 结论 成 立 . ， 

如 果 C" 入 对 紧 , 对 每 {0,n 实 1) 性 KH? 必 存在 子 列 fw sn 
空 1 和 疙 上 之 概率 浏 度 1 使 

Wo pe 
如 果 - 称 * 又 胎 紧 ,对 任 给 >>0, 取 XX' 的 紧 集 天 使 对 每 vE.'， 
均 有 
HR) 一 VC) >>1 一 e， 
则 由 于 六 也 是 王 中 之 紧 集 从 而 是 闭 集 , 得 
FE 之 limsup 所 (下 >》 之 衣 一 上 
《 定 到 4,1.1,(3)). 这 说 明 
(XE*) 一 1， 
从 而 上 是 瑟 * 上 的 概率 测度 . 于 是 ,对 台中 之 任 一 开 集 C, 我 们 有 - 
liminf wx* NG) 一 liminf WO AG = WOR* NM GY. 
根据 定理 4. 1. 1,(4) ,这 意味 着 
ze 全 的， 

国 而 如 -过 胎 紧 -他 ) 相对 紧 , 则 - 乏 ' 相 对 紧 . 第 三 个 结论 证 
完 . 引 理 证 完 . 

命题 4.4.6 ' 设 定 " EEE”, 多 * 上 任 一 胎 紧 之 概率 测度 族 必 相 
对 紧 . . 

证 明 设 .W' 是 X" 上 之 胎 紧 概率 测度 族 . 由 引 理 4.4.5 之 
第 -- 个 结论 知 (E'》* 是 玉 =R” 上 胎 紧 之 概率 测度 族 . 由 命题 
4.4, 4 又 知人 -友基 也 是 相对 紧 的 .由 于 -如 ' 胎 紧 而 C- 纶 * 相对 
紧 , 据 引 理 4. 4. 5 之 第 三 个 结论 即 得 出 -A ' 必 相对 紧 , 证 完 : 

命题 4. 4. 7 “ 紧 距 离 空 间 胎 紧 之 概率 测度 族 必 是 相对 紧 的 ， 

证 明 若 蕊 是 一 个 = 紧 上 距离 空间 , 则 它 可 贿 为 可 数 个 紧 集 之 
并 ,因而 是 可 分 的 . 据 命 题 1. 2.5,X 与 R” 的 一 个 子 集 同 胚 . 把 此 
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同 是 映射 记 作 了 则 RR"“ 中 与 蔷 同 肪 的 和子 集 可 沁 成 A(X). 由 革 是 so 
紧 的 推 知 AX) 是 o 紧 的 , 故 7FXDE 唤 ”如果 . 生 是 三 上 胎 紧 之 
概率 测度 恋 , 则 -71 是 (KX) 上 胎 紧 之 概率 测度 族 ( 引 理 4. 4. 
3) ,因而 由 命题 4. 4.6 知 , 它 亦 是 相对 紧 的 . 于 是 由 定理 4.1.7 推 
知 -C= (让 作 为 苹 上 之 概率 测度 族 亦 是 相对 紧 的 . 证 完 . 
”定理 4.4.8 任 一 虐 离 空间 上 胎 紧 之 概率 测度 族 必 是 相对 紧 
的 . 

证 明 车 .A 是 距离 空间 关上 胎 紧 之 概率 测度 族 , 那 么 对 每 
nl 可 取 卫 之 紧 集 下 ,使 

nf pK.) > 1— 1/n 








成 空 , 令 XX* 二 UE,, 易 见 对 每 PE .和 ,7 ) 一 1 而 且 由 .好 胎 


紧 知 -三 {ppE .UH) 是 天" 上 胎 紧 之 概率 测度 族 .但 革 ': 是 o 
紧 的 ， 玖 . 妈 亦 是 X* 上 相对 紧 之 概率 测度 族 ( 命 题 4 4.7). 于 是 ， 
利用 引 理 4.4.5 之 第 三 个 结论 和 (4.4.5) 式 即 知 .= LAY 亦 
是 相对 紧 的 . 证 完 . 

下 面 我 们 讨论 定理 4. 4. 8 的 反问 题 , 即 上 距离 空 间 相对 紧 的 概 
率 测度 族 在 什么 条 件 下 也 是 胎 紧 的 . 

引 理 4.4.9 如 单 可 分 距离 空间 和 上 上 的 轨 率 测度 族 -zt 是 相 
对 紧 的 , 则 对 任 给 se>0 和 56>>0, 存 在 有 限 个 半径 为 8 的 开 球 ,i 
二 1,-… 兹 使 


(4. 4. 6) linf pl 口中 > 1—&, 


:证 明 由 于 成 可 分 ,对 任 给 90, 定 存在 半径 为 他 的 开 妹 列 
{Uni 沪 1} 桂 





Uo =x 
往 证 对 任 给 c=>0, 存 在 1, 使 (4.4.6) 成 立 .如 不 然 , 在 在 &,>0， 
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对 每 *21 ,可 取 到 一 个 卢 各 -和 使 


(UU) <1 
由 于 .到 相对 紧 , 故 有 {p67 他 1 的 子 列 和 m1 吉之 Rs 之 中 和 六 
上 的 概率 测度 yw 使 
An ,全 
于 是 ， 由 定理 和 1.1.(4) 知 对 每 nn 守 1， 


pl Uo) < liminf | UD) < liminf pl Uojsi 一 su 
i=1 一 j=1 i 二! 
上 式 中 令 *~eo 推出 矛盾 ， 


1 一 peef RR) 一 lipmpeo| Lid, = 1 了 En 


这 说 明 “ 如 不 然 " 是 不 对 的 . 证 完 ，. 
定理 4.4. 10 完备 可 分 距离 空间 上 相对 紧 的 概率 测度 族 是 
证 明 设 . 妈 是 完备 可 分 距离 空间 关上 相对 紧 的 概率 测度 
族 . 由 引 理 4. 4. 9* 对 每 s 盖 0,7 关 1, 存在 半径 为 有 =1A 的 开 球 
1 Do 人 恒 对 每 所- 刀 均 有 


a{ (JU) > 1 ~ /2 


4=~ 站 Un。 .对 任 给 35>0, 只 要 1/ 充分 大 使 < 那么 
Us Ui 就 构成 4 的 有 限 网 ,因而 A 是 予 紧 集 .但 及 完备 ， 
改 4 是 相对 紧 集 . 取 天 一 47, 则 KK 是 紧 集 且 
HK) AAI>1— ye/2 一 1 一 


对 -- 雪 pE .达成 立 .证 完 . 
我 们 把 定理 4. 4.8 和 定理 4.4. 10 合 起 来 叫做 Prokhororv 定 
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理 . 从 Prokhorov 定理 可 见 , 对 于 完备 可 分 距离 空间 的 概率 测度 族 
而 言 , 胎 紧 和 相对 紧 是 等 价 的 . 


4. 3 CL0,1J 上 概率 测度 族 胎 紧 的 条 件 


“(0) = sup, lt — Tl, 人 
5 一 


并 称 之 为 zx 的 连续 横 . 一 个 熟知 的 事实 是 :xz€ CL0,1] 当 且 仅 当 
lim w {Hd) = 0, 
另 一 个 我 们 要 引用 的 重要 事实 是 证 图 分 析 中 如 下 的 Arzela-As- 
coli 定理 :CL0,1] 中 的 集 4 是 相对 紧 的 当 且 仅 当 
lim sup wd) = 0. 

定理 4.4.11 CL0,1j 上 的 慨 率 测度 族 -各 是 胎 紧 的 当 旦 仅 
当 对 任 给 e>0 和 任 给 s >0, 存 在 3E (0,1) 使 对 每 KE -到 均 有 
《4. 4.7) Cr (HB) Da) < 

证 明 如果. 的 胎 紧 ,对 任 给 e>>0, 存 在 CL0,1] 之 紧 集 外 使 
(KD)>1 一 8 对 一 切 jE- 到 成 六 ,但 由 Arzela-Ascoli 定理 ,对 任 
给 ae>0, 又 存在 3E (0,1) 使 supe. (6) ;i 攻 KRC{rw (td) a}. 


于 是 





PE 人 Eo) Rl RK) 
《4. 4.7) 成 立 , 必 要 性 得 证 . 
友之 ,如 对 每 sr0n321 存 在 EE (0,1) 使 
HOT 1/n}) < EA20 1 
对 一 切 pzE .和 成立 ,无 妨 设 襄 0. 令 
A=\ {rw66,) < 1/n), 
n=l 
则 对 每 之 1, 有 supwz(6,) 扩 1/n 从 而 
lim sup (Hd) = lim sup ou 人) — 0. 
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邻 天 二 A , 刚 基 是 紧 集 (Arzela-Ascoli 定理 ?而 且 
F(RK) 守 A 2 工 一 

对 :一切 jE .在 成立 ,这 又 说 明了 t4.4.7) 对 . 友 胎 紧 基 充分 的 .证 
2 

直面 ,我 们 利用 定理 4. 4. 11 来 给 出 -- 个 CL0,1j 上 概率 测 弃 
列 胎 紧 的 比较 容易 验证 的 充分 条 件 . 

系 4412 设 {psn 宇 1}) 是 CL90,1] 上 的 概率 测度 列 , 如 对 每 
a>0,6m0, 存 在 和 Et0,1) 和 正 整 数 mm 使 当 ”no 时， 
(4. 4. 8) A tr: Sup |x 一 xi) 


对 一 切 0 守 友 1 成 立 , 则 {pyn 宇 1} 胎 紧 ( 在 (4.4.8) 中 , 当 : 十 1 
时 ,约定 sup ,| 二 一 羡 | = sup lx.~—z| ,下 同 ). 
证 明 ”对 任 给 a 这 0,e>0, 取 BE (C01) 和 nm 使 有 4 宇 nw 时 
(4.4.8) 成 并 . 今 
k= 1/8, 如 17/6 是 整数 ， 
/8j] 十 1， 如 1/6 不 是 整数 . 
稍 令 妈 二 如 ,天 二 0,1, 呈 yh- 及 二 一 1. 约定 t, 一 0, 声 ,, 一 1; 我 们 


oO max sap la— zl 
1 1 


max maxl su jx x sup | zx, 一 工 |， 
1 生 i bt 1 


, [x 一 rs | ) ' 
1 


但 是 9 


sup Ei 
线 一 2 
< SUP [tx | 十 2 sup |r ,ls 


二 
于 1 


SUP | 一 工 ,| 2 sup | 一 ,| 
和 1 


sup [a 一 了 | 


1 
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A Sp ,| | x, | 十 2 Sup [x CO— 1 


投奔 i 总 . i lp 
故 进 而 得 


af6) E33 max sup |z— x |. 
1 #1 


于 是 当 ww 宇 no 时 ,由 4, 4,8) 推 知 


ts 


pixsw (6B) P34)) Dp tar: sup |2 一 | So)}) 


r=1 和 
kde EE (1 OE < D8, 
据 定 理 4,4.11,; 这 表明 {jsn 宇 mo} 胎 紧 从 而 {6sn 主 1} 胎 紧 . 证 完 . 


4.4 Donsker 不 变 原理 


为 了 在 不 长 的 篇 幅 内 说 清楚 不 变 原理 的 基本 思想 ,我 们 只 考 
虑 最 简单 的 情况 . 设 {5 ,nm 六 1) 是 ii d. 的 rw 序列 ,E68, 一 0，BE 
一 wec (ovco) .记号 一 0, 又 对 每 wo21 令 8 一 1& .对 每 个 4 之 


k=1 


1, 我 们 按 如 下 方式 构造 一 个 取 值 于 CL0,1j 的 随机 过 程 W” = 
(DSS ;对 丝 上 一 0,1, ny 记 妈 一 /ni 令 WD 一 S/o 


wma) 再 定 久 1 风 为 连接 锅 5- 1* Wen 7 和 点 5 
Wi”) 之 直线 . 我 们 称 这 样 得 到 的 随机 过 程 为 序列 { 和 ua 六 1 的 部 
分 和 过 程 . 根据 部 分 和 过 程 的 定义 ,容易 写 出 其 表达 式 ; 














0 1o=0, 
到 名 一 4 
和 > Ht CW WI, lt), Orel. 


经 过 - - 番 简 单 计算 ， 易 得 

(4.4.9) WE = {S00 + Gt — nt) és s/o vn), 

其 中 0 < 上 所 1， 

所 谓 关 于 {$6,n 空 1} 的 不 变 原 理 , 3 是 指 这 样 一 个 命题 ;部 分 和 过 

程 1W™ ,nn 写 1 当 100 时 依 分 布 收 敦 到 [0,1] 上 的 Wiener 过 程 
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W ,Eh 


(4. 4. 10) io 全 WW. 
作为 讨论 不 变 原 理 的 准备 工作 ,我 们 先 证 明 三 个 引 理 . 
引 理 4.4.13 设 m 是 工 v.$ 的 中 位 数 ,EE:<oo; 则 
(4. 4.11) [EEO— m| SS C2varé)®, 
证 明 设 加 实 m. 我 们 有 
vart 一 下 (二 一 ES): 2 下 (二 一 FES) sen, 
一 下 [CE — mm) — CEE 一 mm) Ye, 
EE 一 m): P(E Em) 
EE 本 7 2 2 
故 (4. 4.11) 成 立 , 如 果 所 苔 ,那么 一 & 的 中 位 数 是 一 xm 而 且 
EC 一 个 实 一 mm, 把 已 证 之 结论 有 于 rw. 一 便 知 (4.4.11) 仍 成 立 . 
证 完 . 
引 理 4.4.14 次 rv. Si 相互 独 六 .对 上 一 1],-… ,nn, 记 S， 




















半生. 则 对 任 给 e>0， 


1 一 ] 


《4. 4. 12) Plmax [Si 二 m5, C— S| 宇和 2P0S,| 宇和)， 
这 里 z(5, 一 S50) 表 5S. 一 Si 的 中 位 数 . 

证 明 ”我 们 只 需要 证 明 
(4. 4. 13) Plmaxlss 二 mt, — S12 6) 2P05, 6). 
再 实 上 ,如果 (4. 4， 13) 对 和 任何 独立 TV Bs, 和 & 计 0 成 立 , 那 
去 把 它 用 于 独立 [. VY. 一 所 一 便 得 

PCmin [Si 十 ms, — SAA) 2P(S, A 6). 
青 把 上 式 与 (4. 4. 13) 相 加 便 得 到 4, 4. 12). 

妈 定 Inf 人 名 二 十 1 今 

r= inf 所 An) 十 (9, 一 9 > e)}. 





易 见 
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= 【| {5, eS 二 m5, 一 SS 六 ET 一下) 
DU tS, 二 mS, 一 3 er= 


Dt{s,— 5, m5, 一 Sr 一 大) 


于 是 利用 {r= 与 {S, 一 Ss 这 me(9, 一 S$) 的 独立 性 进而 扒 知 


Pr 一 丰 ) 一 3P(r En) 


Pl max [Se 十 mls, — S,) |] > £)， 
pd 


好 (4. 4. 132, 证 完 . 


我 们 利用 上 述 引 理 来 证 明 通 过 ii.d. 序列 由 (4. 4. 9) 确 定 的 


部 分 和 过 程 是 胎 紧 的 . 


引 理 4.4.15 设 (6 ,nn 之 1) 是 ii.d. 的 rv 序列 ,EE 二 0,EE 
二 到 EC0,co), 由 由 (4.4.9) 定 义 的 随机 过 程 列 {Wm ,mn 之]} 胎 紧 . 
证 明 根据 系 4.4.12, 只 需 证 明 对 任 给 a2>0 和 >>0, 存 在 6 


E00,1) 和 还 整数 no 使 当 n 守 no 时 
(C4. 4. 14) PC sup [WE™ — WI S20) S26 


HB 


对 每 0<s: 委 1 成 立 ， 


任意 固定 m 节 1,0<sK< 和 人 E (001). 记 下 一 下 /天 一 0 1 


一 1. 设 可 ft 如果- 十 /2 之 1 ,我 们 有 
sup |W ~ WY” | ~ sup |[W™ 一 到 全 | 


fr 二 62 [2 


WW S/ov 7 十 sup | We” — S/o ny)| 


Ee max ,Sar 一 S| /Coaw mn ). 


二 
这 时 只 要 和 满足 关系 3 人 4/ 人 , 误 有 
n 直 二 ntl -tt+1 1 Ei) nd 二 6d) < nd, 
圭 而 进一步 推 知 
(4.4.15) sup | 不 ~ Wm | 2 max |: 一 SCaw ). 
/2 SEE。 


如 果 十 6/2<<1, 那 么 定 存在 j,k 所 7<n ,使 11 十 6/2<<t41. 于 是 
sup “|W — WY 


[5 








< | — Slo vn) 十 sup [We 一 Sp/ {og vn)l 


| 
和 2 ， 本 | Sa 一 Sel/ Cow n ). 
这 时 如 果 还 有 > 48， 册 


了 十 1 一 第 一 #i 一 2 十 相 ) nC/2 二 /2) = nd, 
从 而 C4.4.15) 仍 然 成 立 ， 


对 每 站 二 1 yn 内 warix 记 5S, 一 Ss 的 中 位 数 . 由 引 理 4. 4. 13 





可 知 


max wey < CondY) pg, 
1 [ns 


于 是 ,利用 {名 ,x 之 1}) 的 1.i.d. 性 质 和 引 理 4.4.14 知 
Pe max [Su 一 S| arv rn) 


= PC max, S| 这 ao vn ) 


< PC max Si 十 fia.i| 十 max, m1ny,i| aovn) 
上 il 
RP( max |S 十 mess| SS on (a — v3)) 
lt 


2P( S| ag vn /2) 
当 0<6se /8 时 对 任 给 a>0 和 有 空 1 成 立 . 把 此 式 与 (4.4. 157 结 
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台 在 一 起 ,我 们 知 : 对 任 给 ge>0， 
{4. 4. 16) Pe sup |Ws” — Wi® | 守 20) 


st 
之 2P(|Sinj| 宇 ad wn /2) 
当 0<8<w/8 和 724 时 对 一切 DSSt 委 1 成 立 . 
任 给 ec>0 和 s>0, 利 用 (3. 2. 1) 不 难 选取 8€ (0,a*/8) 使 
1 ~ Bla/(2 全 )) < He/2. 
但 由 系 4. 3.6 我 们 知 
limP (Si | > ae vn /2) = 2 ~ Bia/(2 v6))], 
因此 ， 又 存在 mv 4 全 ,使 ma 时 
忆 (|15pb| ar vn /2) < Pe, 
以 此 我 入 (4. 4. 16) 便 得 (4. 4. 14). 证 完 . 
直面 ,我们 就 来 叙述 和 证明 Donsker 不 变 原 理 . 
定理 4.4.16 设 信 ,nn 这 1) 是 ii.d. 的 z.v. 序 别 ,R6, 一 0,E 癌 
一 EE (0,c0). 则 对 由 (4.4.9) 确 定之 {WV 外 ,xn 庆 1}, 和 [0,1] 的 
Wiener 过 程 WY, (4.4.10) 成 立 ， 
证 明 由 定理 4. 4.8 和 引 于 4.4.15, 我 们 知 { 研 ,六 1} 相 对 
紧 . 于 是 根据 命题 4. 4. 1, 只 需 证 :对 每 有 321 ,对 每 0 一 sb < 所 
ss1 ,有 








CD WO WY SW WW). 
注意 对 全 i 一 1,…, 衣 ， 
ELWY — Sa/ low aa) SE Et jr/ (on) 一 1 一 0， 
我 们 知 前 式 等 价 于 
(SGV RY Stina/ (GAH) SS CW, so Wy. 


根据 定理 4.1.7 并 参见 习题 4.1 之 13, 下 难 见 上 虐 式 叉 等 价 于 
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{ Spa Si — Sl . SL 一 Sr 1] 
o Vn 他 VR ” gyn 
Io/ 0 
由 于 上 式 左 : 湛 诸 分 量 独立 : 故 它 又 等 价 于 对 每 i 二 1,*…, 衣 ， 

CN Cn] Sum DC Vn) 更 (ze 一 ti_1) "2), 
但 是 ,S31 一 Siw_ 与 SiwJ-[w.w 有 相同 之 分 布 放 最 终 得 (4. 4. 17) 
等 价 于 对 每 1 一 1 二 ， 

Sol-w /on ) > Ur/ — fi), 
而 后 次 万 汞 4. 3.6 之 推论 .证 完 . 
作为 定理 4.4. 16 和 定理 4. 1.7 之 推论 ,可 得 
系 4.4.17 设 如 定理 4.4. 16. 则 对 Cr[o,1J 上 之 任 一 连续 访 
曙 瑟 .有 








页 (He ) SAW Y. 
通常 ,我 们 把 系 4.4, 17 称 为 弃 攻 中心 极 限定 理 . 下 面 举 一 
证 明 中 心 极 限定 理应 用 的 例子 . 
系 4.4.18 设 如 定理 4.4.16, 则 
(4. 4. 18) maxSe/ Co VR) Gz), 
其 中 
了 < 


co 
4 
fe dr ， x 这 0. 


证 明 对 每 Tr 二 (TO), yy 一 (yo0Oses EC[O 1] 我 
们 有 
| SIP TT Sup | Se sup Xs TT | # 
故 h(x) 一 sup 元 是 CCo， 1 上 的 连 车 续 汉 瑞 . 于 旦 ,由 系 4.4.17 立 
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得 
maxS/ Y a ) 一 sup WE ~ < sup W, 


De 
因此 ， 为 证 (4. 4 18), 8 只 需 让 
【4. 4. 197 sup W, 一 GG. 


sb 
令 [六 232 计 是 ii.d. 的 rv 列 ,对 符 2 之 1， 
PCO, 17= Pe = 17 = 1/2. 








记 了 一 DM, 一 max 人 sn 之 1. 据 系 4.4.17, 为 证 (4.4.19)， 
1 


又 只 需 证 
《4.4.207 M/A SG. 

任意 固定 .x 之 1, 随 机 向 量 (%,… ,加 ) 只 可 能 取 2 个 值 ; 7%， 
…*9o) 的 每 一 种 取 值 看 作 一 个 基本 事 任 ,那么 这 些 基本 事件 是 等 
摄 的 . 于 是 ,7 7) 的 每 一 个 取 值 也 对 应 着 一 个 基本 事件 , 设 
& 是 一 个 非 负 整数 . 如 果 (7 7J) 取 某 值 人, 二) 使 事件 14 
之 ar 了 <a} 发 生 ,那么 一 定 存 在 i1 所 i<n 使 二 a 但是, 基 本事 
件 

(二 
与 基本 事件 . 

{TT tT a, 
Ta ta ,a (0,— a)) 
之 间 有 1 一 1 对 应 的 美 系 ,而 后 者 是 有 利于 {M2>a,T.>a} 发 生 的 
基本 事件 , 故 
{Ma a CC (NM, a,T, > a}. 
类 似 地 可 证 
. (ad >a > a) CC {NM a,T, a)}. 
于 是 我 们 得 到 如 下 的 反射 原理 ， 
PeM, asT, > a) = POM, 之 aT, ay), 
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由 此 又 进一步 推 知 
POM, a) 

POCO, a,T, >a}t+ PM a,T, =—=a+ PM >aT, a) 

—2POM, aT, a) 二 POM, Fal, = a) 

=2P(T, > a) 十 了 CT。 = a). 
这 样 ,我 们 就 得 

limP OM./ vn et) 
一 limP(z。 Eve 二 limPT, 一 Lzwz]) 
一 2[L1 — B(xr)], x0, 
从 而 . 
lim PCOM,/ Vn) =1— 2 — Sr) = Gx). 
《4,4. 21) 得 证 . 证 完 . 
纵 观 系 4.4. 18 的 证 明 , 我 们 可 以 体会 到 不 变 奉 理 , 即 定理 
4. 4. 16 的 结论 并 不 依赖 于 序列 { 舍 .,n 宇 1} 的 共同 d.. (只 要 其 二 阶 
年 存在 } 这 一 结论 所 带 来 的 巨大 好 处 . 利用 它 ,我们 可 以 把 一 般 的 
求 i.i.d. 序列 部 分 和 沁 冰 极限 分 布 的 问题 化 作 特 殊 的 i.i. d. 序列 
的 有 关 问 题 ; 利 用 它 , 我 们 还 可 以 推导 而 iener 过 程 的 连续 泛 孙 的 
分 布 . 正 是 因为 如 此 ,定理 4.4.16 在 许多 方面 得 到 了 推广 . 一般 
地 ,不仅 可 以 讨论 iid. 序 列 的 不 变 原 理 ,而 内 可 以 讨论 独立 而 不 
必 同 分 布 的 +.v. 序 列 的 不 变 原 理 , 甚 至 可 以 讨论 相依 zx. v. 序列 比 
如 蒜 差 序列 的 不 变 原 理 . 从 表达 式 (4. 4. 9 我 们 知 
[go 一 Sa 

对 每 上 EL0,1j 成 立 , 因 此 ,如 果 (4. 4. 10) 成 立 ,那么 可 以 想象 得 
到 ,也 应 该 有 


d 
Ws/(ov R01l} WwW. 


但 是 ,上 式 左边 并 不 是 取信 于 CL0,1] 空 间 的 随机 元 . 所 以 这 个 问 
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题 不 能 作为 距离 空间 C[0,1- 的 概率 测度 弱 收 敏 问题 来 讨论 而 必 
须 考虑 距离 空间 DP[0,1](DPro,1] 记 io, 匡 中 所 有 右 过 续 , 有 左 极 
限 的 函数 组 成 之 集 , 在 它 上 面 也 可 以 定义 距离 使 之 成 为 完备 可 分 
距离 空间 ) 上 概率 测度 的 弱 收 敛 问题 . 总 之 ,由 Donsker 不 变 原 理 
引起 来 的 各 种 各 样 的 讨论 构成 了 概率 论 的 一 个 重要 内 容 . 有 兴趣 
的 读 考 可 以 参考 书 示 的 参考 书目 . 


可 题 4.4 


1 证 明 由 完备 可 分 距离 空间 臣 上 的 有 限 个 概率 测度 组 成 的 
概率 测度 族 是 胎 紧 的 . 

2， 证 明 如 末 距 离 空 间 尖 上 的 概率 测度 族 、 从 是 胎 紧 的 ,那么 
.好 的 任 一 子 族 也 是 胎 紧 的 . 

3. 证明 如 果 距 离 空 间 扰 上 的 概率 测度 这 -各 ，,… ,-A 都 是 


胎 紧 的 , 则 U. 的; 也 是 胎 紧 的 ， 


4. 概率 空 = 间 (22, ,了 ) 之 可 测 集 AE.2 称 为 天 的 支撑 Csup- 
port) ;如果 它 满足 P(A4) 一 1. 一 个 距离 空间 ( 基 ,p) 之 一 于 集 称 为 
是 a 紧 的 ,如 果 它 可 以 表 为 下 中 可 数 个 紧 集 之 并 . 证 明 : 如 果 距 离 
空间 (了 ,py 上 的 概率 测度 族 .x 是 胎 紧 的 , 则 .2 的 所 有 概率 测度 
有 一 个 共同 的 = 紧 支 撑 . 举例 说 明 即 使 距离 空间 CX,o) 上 的 概率 
测度 族 -x 有 一 个 共同 的 o 紧 支撑 , 它 也 未 必 是 胎 紧 的 . 

5 证明, 如果 是 距离 空间 站 到 YY 的 连续 身 射 ,了 是 和 上 
相对 紧 的 概率 测度 族 , 则 

A = {ppE A 
是 了 Y 上 相对 紧 的 概率 测度 族 . 


6， 证 明 , 丸 中 的 正 态 d 上 让 9| 了 |:pE 4 万] 是 


掺 紧 的 当 且 仅 当 A 和 吕 分 别 是 RR 和 RR! 一 C0,=) 中 之 有 界 集 . 
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7， 距 离 空间 (CX,o) 上 的 有 限 测度 列 {m } 称 为 相对 紧 的 ,如 对 
(a1 的 每 一 子 列 {n') ,存在 {x'} 的 子 列 {n*} 和 天 上 的 有 限 测 度 m 
使 mp 证 明 :如 X 是 完备 可 分 的 , 则 {p} 相 对 紧 的 充 要 条 件 是 
下 列 两 硕 启 时 成 立 ; 

(CD fp } 有 界 , 即 sappCX) <eo 

(C2) {pg} 险 紧 , 即 对 任 给 es> 0， 存在 X 的 紧 子 集合 
supp {KR YE, 

8， 设 lm,4E€ A 是 是 上 的 概率 测度 族 , (FE 4 和 (1 万，AE 
4) 分 别 是 对 应 的 d.1. 族人 cf. 族 .证 明 下 列 命题 等 价 : 

{2) lim PC 1 

(C3) lim sup Ref1— Aft) =0. | 

9， 证 明 : 如 果 工 .vy. 族 {8&,4E A) 一 致 可 积 , 那 么 它 一 定 是 胎 紧 
的 ， 

10。 证明 部 维 随机 向 下 族 { 各 一 (6 ED)AGE AI 是 胎 紧 的 
当 且 仅 当 对 每 i 一 1 synsr,v, 族 {&.4,AE A} 是 胎 紧 的 . 

1 ry. 列传 ,zn 实 1} 称 为 是 依 概率 相对 紧 ， "如 果 对 (1 的 任 


一 子 列 如 六 存在 {) 的 子 列 {a7 和 实数 a, 使 疡 。 a. 证 明 { ,= 之 
1 以 福 率 相对 紧 当 日 仅 当 { ,六 1} 是 胎 紧 的 并 且 
lim | Eexp Cité.)| =1],， :ER. 


12. 设 独 立 +.v, 阵列 (5,1 入社 1} 潢 足 条 件 











sup 2) ES., < co。 
< 人 


证 明 { > seoa 之 1} 是 胎 紧 的 . 


13， 设 Vv. 阵列 164,1 人 有,n>1) 满 是 条 性 : 
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(1) 下 -eol 
(2) 对 每 1 外 立 同 分 布 . 


证 明 : 如 果 (De. i 之 1) 是 胎 紧 的 ,出 
,0 

14， 设 {sn 这 1} 是 任 一 rv 序列 , 沁 吕 一 2 各,n 这 1, 对 任 
— o€ (0,00), 定义 下 二 {W901 所 1} 如 (4.4.9), 证 明 如 对 每 
s->0, 存 在 >1 和 x 使 当 n 守 mo 时 

Pimax|Sa,. — S| n) Oe/ 

对 一 切 上 1 成 立 ; 则 {Wn 汪 1) 肥 紧 .- 

15， 设 (5641 莹 hn 之 1} 是 独立 Tv. 阵列 ,RE 一 0 人 
一 天 0， 今 


[3 

nk 一 Dt 
i=] 
二 

a 一 人 > 0 
tl 

1 LE 一 Zi 2 EE 
To = 二 Si 十 Ht :至 上 < 如 
9 1 i nk 


证 上 明 : 如 Lindeberg 茶 件 满足 , 刚 
We 二 fr 
16， 对 任 一 rv. {tn 宇 ]} ,通过 (4.4. 当 定义 三 中 = {Wi ,0 
sftsS1) 证明; 如 
Wm SW, 
则 对 任 给 s>0,; 存 在 >0 使 
Pimax [Sil > A ne/ 
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对 充分 大 的 = 成 艺 . 

17， 设 {。 n>1 yi. L, d. ,对 每 n>1 ,以 外 SS él 9 "rg 
去 ， 的 次 序 统计 量 并 约定 研一 一 eo 和 EE, +1 二 3, 对 每 二 =0 »] yy 
nn: 令 


Fr) 一 kin, © [és 

F, 称 为 经 验 df .证 明 ; 如 仿 ,n 主 1} 是 [0,1] 上 均 勾 分布 的 , 则 
Vn sup | PE — | 全 sup | 有 | ， 

这 里 ! 瑟 ,0Os<sI) 是 Brown 桥 . 


程 示 :如 全 六 二 是 [0,1] 上 老人 分 布 的 ii 本 岩 列 ,193。 之 1) 是 ii， 
dd. 标准 指数 分 布 的 部 分 和 序 剂 , 则 


i 
LE 3 yn) 一 CHAS 上 M1) +” 





因而 








访 。 一 上 开罗 11 一 天 


可 
Yn sup'lF, dt) — 1 oo 
” sup | | ep fn nn A nn 


SD. HE lk 


18， 设 16,n 宇 1)ii.d, 其 共同 d,1,F 连 凌 ,以 记 记 其 经 验 
9.f.. 证 其 
. Yn sup | Fax) — FCx)| 全 sup1Bro， 
上 区 此 TE 
其 中 { 五 ,0sts1) 是 Brown 桥 . 
提示 : 因 凡 下 连 悉 , 故 'F($.) ,rn 之 1)i.id. ,在 [0,17 上 均 负 分布 . 
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第 五 章 ” 强 收 合理 伦 


我 们 把 随机 变 基 序列 a.s. 收敛 的 理论 称 为 强 收 租 理 论 . 这 主 
要 和 包括 随机 变量 级 数 的 收敛 性 .强大 数 定律 , 重 对 数 律 和 强 不 变 原 
理 . 正如 我 们 在 第 四 章 所 看 到 的 ,随机 元 的 依 分布 收 该 从 纯 数 学 的 
角度 看 ,是 一 种 随机 元 取 值 的 距离 空间 中 概率 测度 的 弱 收 伍 ,本 质 
上 不 是 在 随机 元 束 以 定义 的 基础 概率 空间 考 虚 问题 . a. s. 收敛 则 
不 同 , 它 是 随机 变量 序列 自身 在 基础 概率 空间 的 驳 敛 性 质 . 再 此 ， 
无 论 众 理论 和 应 用 的 角度 看 , 强 改 化 的 问题 都 是 十 分 重要 的 . 

尽管 从 17 世纪 中 时 概率 论 开始 形成 以 来 就 伴随 善 对 天数 律 
的 讨论 ,得 是 对 于 强大 数 律 的 第 一 个 明确 的 结果 在 1909 年 才 由 
Borel 得 到 . 本 世纪 的 20 一 30 年 代 , Kolmogorov 证 明了 关于 独立 
r.v, 的 三 级 数 定理 和 他 的 两 个 强大 数 律 . 1924 年 ,Khintchine 为 
了 研究 大 数 律 的 收 合 速度 ,首次 对 Bernoulli 序列 证 明了 重 对 数 
律 . 他 的 结果 后 来 被 Kolmogorov (1929) 和 Hartman-Wintner 
C1941) 所 推广 . 这 些 早期 的 结果 后 来 在 两 个 方面 得 到 发 展 :1964 
年 Strassen 加 强 了 重 对 数 律 的 结论 ,得 到 了 它 的 不 变 原 理 ; 此 外 ， 
60 年 代 以 来 , 随 着 一 系列 关于 磐 的 不 等 式 的 发 现 ,不 少 关于 独立 
和 的 结果 被 推广 到 蒜 上 去 . 目前 ,关于 随机 变量 序列 的 强 收 伍 内 容 
已 十 分 主语; 我 们 只 能 选择 其 中 的 一 部 分 加 以 介绍 ，. 
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第 “ 节 随机 变量 级 数 的 收 人 钱 性 


1.1 非 负 随机 变量 级 数 


我 们 以 Chen(1978) 的 下 列 定理 为 讨论 出 发 点 : 
定理 5.1.1 设 ! 和 n 字 由 是 概率 空间 (2， 六 ,P) 上 的 非 负 可 


测 了 次 数列 , {Fn 这 0} 是 .多 的 子 o 域 列 . 则 下 列 命 题 成 立 
Cl) 0 ) 非 降 , 则 


《5. 1.1) 3 < ceo as。 {DEE, N.S, 1) 所 cp 有 上 


一 1 


(C2) 如 cf Ye | 


点 一 【上 





1 且 Esup 一 各 一 一 oo, 则 














”1 十 > 
(5. 1. 27 se cc) 
证 明 对 每 n 宇 1;, 记 二 (S| 了). 易 风 当 {Fn 守 0} 非 
降 时 
人 > 总 和 
E 人 了 EY 
多 2 . { nm} 
[1+ DN) 生 ! 1 
£=1 去 一 1 
2 < 
一 SEE| 一 > I 一 
{Dh | 
二 Dm) = -| 
i 多 。 
= > De 
1 (1 十 | 本 
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上 二 1 上 = ] 
< Vel 1 i 
==T ] 十 也 1] 十 Sin 
< 
=1—E— 1 gl 
1 十 D> 
网 二 
因此 
了 总 本 
oa,s, {Yn 0), 
(1+ D7)’ 二 


并 由 此 推出 55. 1， 1 命题 (1) 得 证 . 
在 命题 (2) 之 条 件 下 ,我 们 有 














ES) Ti } 
n=1 2 * 
(1+ 2 
志 二 1 
五 EC, | .1 寺 I 
”人 + Ve) 人 
上 让 
=1 
一 Fp 和 i EE 
{Die 
本 (1 Ss) en } 
下 二 ] 
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1 


， é, 
所 1 十 王 Sup oo. 


™ 1 十 了 >) 


=1 











因此 又 有 








即 (5.1.2) 成 并 ,证 完 . 

作为 定理 5. 1,1 的 推论 ,我 们 得 到 如 下 的 条 件 Borel-Canrelli 
引 理 . 

系 5.1.2 设 { 多 .az 空 1) 是 概率 空间 (8 多 ,PP) 的 非 降 子 e 
域 ,对 每 nn 宇 1 ,4, 扎 . 禄 ,. 则 


£5.1.4) 4144,:1.0. 


一 


=: (Dre lg, 1) = co a.s.s 


(5.1.5) {Astfio.} = {DIPOA, | < ooo) a.s.. 
| 
证 明 对 每 x 之 1, 邻 训 一 14 , 则 
ECé,.|%,. 1) = P(A, NZ,1). 
又 注意 





(ako) (Feo), 
"一 1 
由 定理 5.1.1 之 命题 (1? 立 得 
(A, sf.0.} a.s. (Vpeasl < co 上 
严 一 上 


容易 验证 上 述 {,z 兰 11} 亦 满足 定理 4. 1. 1 命题 (2) 之 条 件 , 故 由 
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4. 1. 2) 义 得 
| SPA, |F,) oo) a.s, {A,,f,.0.}. 
于 是 (5. 1. 5) 成 立 . 但 (5. 1 4) 与 (5. 1,5) 等 价 , 故 (5,1.4) 亦 成 并 ， 
证 完 , 
1. 2 靳 差 和 适 随 机 变量 级 数 


在 第 二 章 第 三 节 , 我 们 讨论 过 下 席 和 加 的 收 敏 定理 . 蒜 的 收效 
显然 等 价 于 对 应 的 靳 差 序 列 级 数 的 收 化 ,因此 ,这 … 小 节 的 内 容 和 
前 面 是 有 联系 的 , 不 过 省 这 里 我 们 将 不 满足 于 仪 仅 给 出 堵 差 级 数 
a. 5. 收 合 的 条 件 ,而 是 想 搞 清楚 它 在 哪些 集合 上 是 收 化 的 一 一 因 


为 对 于 一 般 的 r.v. 列 { 皇 十字 1 而 言 , 级 数 部 完全 可 能 在 一 个 


正 测 集 上 收 合 , 在 男 - -个 正 测 集 上 发 散 . 我 们 先 从 - -个 秽 差 级 获 收 
后 的 命题 开始 讨论 . 对 于 委 认 宅 间 5D, 多,P) 的 子 o 域 列 [天 ma 裤 
1} ,我 们 将 以 .多 。 记 徐 多 包含 的 任 一 子 = 域 . 

命题 5.1.3 如 (名 ,多 ,31} 是 蒜 差 序列 , 则 
{5. 1. 6) D3 收 钱 a.s. (VI EC < co 上 

证 明 对 任 给 C>0, 令 








四 十 ] 
二 inf {n 之 1: DV ECENF 1) CC) 
hl 
(约定 inf 邮 二 00), 易 见 是 {15 之 二 的 停 时 ,从 而 


rAn nr 
(2 一 ED 次 1 
k=l FP 


是 一 个 瑶 , 日 
五 呈 一 EE (全 | Ti 


上 
SE[ DOE, ) lw EC 
于 -| 
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对 每 & 之 1 成 立 , 我 们 知 它 是 工 蒜 . 因 此 ,由 命题 2.1.8. 引 理 
2.2.12 和 和 引 理 2. 2.13 推 知 


- CE 严 _ ” _ TT 此 
五 | Dé =E| Dé) 一 EY tT 一 ED 
点 一 上 一 1 kl 站 一 1 

Thn 
=E DY EH|F,.) 
=1 


EY 五 (部 | 多， DTein 十 EY EC 1 
4 4 1 
< 
对 每 = 莹 1 成 立 . 由 此 可 见 ， 
rh 


TA | 
supE | 人 | 所 supE | De) 去 C， 


是 二 1 


根据 下 塘 基 本 收 线 定 理 , 这 意味 着 im 名 as。 存在 亦 即 
som ss 改作 

注意 在 集 | ECG.) <C)= tr 一) 上， er = 

,故我 们 进而 得 


之 /名 收 仇 as {DE 1) <C). 


旦 上 式 中 C 心 是 任意 的 , 故 再 应 用 命题 2. 2.8 的 (4)，, 即 得 (5. 1. 6). 
命题 证 完 . 
利用 条 件 Borel-Cantelli 引 理 和 命题 5. 1. 3, 我 们 有 如 下 关 了 
送 r.v. 级 数 收 各 的 定理 ;通常 ,人 人 | 称 它 为 条 件 三 级 数 定理 . 
定理 S.1.4 设 {&,. 守 1, 尼 字 1} 是 适 r, vv 序列 .C 是 一 个 正常 
数 . 令 





一 











让 








299 


A = {SPS | > CY) < 0 


A 二 [DEGSDieico|F 10) 收 语 }， 


大 二】 
的 一 | Dvar (éT 总; | ) < co 
更 一 | 
以 及 4 一 4 U4:U4:, 则 


(5. 1.7) > 5 收 敦 a.s. 4. 
z=1 


证 明 对 靳 差 序 列 
{Sie eo 一 ECSsl asc |) 1} 


用 命题 5. 1. 3 立 得 

Peas — ESLitaolF 1 ] 收 艇 4.5. 4 
由 此 又 得 
(5. 1. 8) D870ao 收 全 a.s. 4; 站 4 
此 外 ,显然 有 


Dm 收 艇 a.s. {1&4| Co.}. 
但 由 系 5.1.2 和 扼 
{| | Cf.o0.} = Aa.s., 
故 了 上 式 意 味 着 
era 收 敦 4, s。 过 .3.3 
把 此 式 与 (5. 1. 8) 合 并 ,利用 命题 2. 2.8 即 得 (5. 1. 7). 证 尘 ， 
由 定理 5. 1.4 又 可 以 得 到 如 下 结论 . 


系 5. 1.s 如 全 , 玉 , 上 上 宇 11 基 适 工 .将 多,pE (0.11]. 则 I 
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{5.1.9) Ye, 收 仑 a.s, {ECS& ?| < oo}. 
k=1 二 1] 


证 明 “ 据 命题 2. 2.8 和 定理 5. 1.4, 只 党 对 某 个 C>>0, 证 明 对 
定理 5.1.4 中 定义 的 A, 有 
(5.1.10》 Aa,s.| SECé | 0) i= 1,2,3, 
pdEl CF DE NF/ < a s.， 
长 一 1 一 


所 频 55,.1. 10)? 当 一 1 时 成 立 , 因为 


DEC | 后 Te iee | 多 


=1 


SET ec |Z ) |S 
上 一 1 


ESCOECS | P11) < 00 a.s., 
点 一 1 
所 以 (5.1.10) 当 i 二 2 时 成 立 . 又 因为 





Dvartt Tne er | F410) 2 EC ee 1) 


上 上 一 1 
SC E(B 1) < on 有.S.， 
下 “上 


所 以 {5.1.10) 当 71 二 3 成立. 证 完 . 
下 面 , 我 们 加 过 头 来 讨论 蔷 差 级 数 的 收 化 性 .命题 5. 1. 3 被 扒 
广 为 
定理 $.1,.6 设 { ,到 ,六 1} 是 贡 差 序列 .下 列 两 命题 成 立 ， 
(1) 如 0<p<S2, 则 (5.1.9) 成 立 ; 
{2) 如 2, 则 对 任 一 满足 条 件 





-9 
™» Fr 
由 -- 1 


的 正 实 数列 ias,& 汪 1} 有 
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(5.1.11) 于 收 收 贫 ss. (Ba A < oo 

证 明 当 oCp<l 时 ， 由 系 下 1 5 知 (5.1, 9) 成 立 , 当 1 之 p 祥 
2 时 ,采用 证 明 系 5.1.5 的 类 似 方法 来 验证 (5. 1. 10). 当 i==1 和 
;一 3, 其 验证 方法 与 系 5.1.5 雷同 , 略 . 当 i 一 2 时 ,利用 鞭 差 性 质 
可 得 


> (ET sc | 1) |= 之 [ECS Tere 1) | 
| 一 





3 


OES so |F, 1) 


| 
SCT I, 0 一 co， 
因而 (5.1. 10) 成 立 ,命题 (1) 得 证 ， 
为 证 命题 (2) ,对 每 上空 1, 当 也 2 时 ， 
EC | 1? Be = ECE |? | 并 EA | 
十 EC Ee ge Isr, ya) 
十 ECE ?| 1), 





故 由 D> < ~ 扒 知 


p32 | .Fe ) oo as- p35 “EC EN | oo). 


是 = 1 


但 是 ,利用 条 件 不 等 式 知 对 每 pz1, 
El). 1) A EEN, 1) a.s., 
故 进 而 得 
六 ,再 (各 |. 多。 < co a.s. (Da Bs hl) 之 co}. 


=] 


上 式 再 与 (5. 1， 6) 结 合 , 即 由 命题 2. 2. 8 推 贡 565. 1. 11), 证 完 ， 
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1.3 款 差 级 数 的 收效 集合 


上 一 小 节 我 们 讨论 了 在 什么 样 的 集合 上 , 拷 差 级 数 和 适 v. 
级 数 是 收 化 的 . 在 那里 ,我 们 并 没有 对 靳 差 序列 或 适 r.v. 序列 加 
什么 条 件 , 本 小 闻 我 们 将 在 某 些 条 件 下 ,把 靳 差 级 数 的 收敛 集合 拷 
出 来 . 为 了 叙述 简洁 ,我 们 将 把 攻 差 序列 { 名 ,ziA21j 对 应 的 鞭 
序列 记 作 1S， zx31)) 即 对 每 xD 令 S 一 6. 

定理 5.1.7 如 拷 差 序列 (6 ,. 玉 ,, 记 宇 1) 满 足 








C5. 1.12) Esupt < 0, 

则 

(5.1.13) {D5 收 名 )= {ECGS < oo] 
点- 一 上 二 一 1 


一 (Dg) A 
证 明 巾 定理 5. 1. 1 知 (5. 1. 13) 之 第 一 个 等 号 成 立 . 由 命题 
5.1.3 公有 (5.1.6). 因 此 为 证 (5. 1. 13), 只 需 在 (5.1. 12)? 之 下 证 
明 
5,1. 14) | SEO, 1 < oo 日 3. | Vg, 软 伍 }. 
£- 1 站 二 1 
对 和 性 给 C 0, 令 
r=inffa 守 1:|S,| > CC} 
《约定 inf 避 二 00), 易 见 5 是 {多 ,1n 空 1} 的 停 时 , 故 





六 DI EE P| EV EC VI 
*=1 = 


£=1 


"A . 一 
一 ED én = limE > tI 
| TY Rl 
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一 lim 五 | SET 一 limESih。 
ae 全 。 
< 2 lim(ESin.1 + Eé2,) 
< 20? 十 E supé) < Oo, 
这 表明 
PEN Das{r= oo) = {supls,| CO), 
但 . 上 式 中 忆 是 任意 的 ， 故 


六 民生 | 到 Deora.s, (supls,| < ceo) 


注意 { 名 收 化 )C {sup15,| < 9} ,我 们 知 上 式 著 含 (3, 1.14). 
我 们 将 谋求 在 比 (5. 1. 12 更 能 的 条 件 


《5. 1, 15) E sup | 和 | < eco 
之 下 摘 述 钢 差 级 数 的 收敛 集合 . 
引 理 5.1.8 如 诺 差 序列 {5 ,2,, 大 守 1} 满 足 
《5. 1.16) supE [Ss.l OO 
财 
《5. 1. 17) 总 一 cs 


证 明 对 任 C>0, 令 
t= inf{fr 1:|S,| CC} 
(约定 inf 义 二 20). 由 于 {S| ,多 ,rn 实 1) 是 一 个 非 负 下 款 , 利 用 引 
理 2.4.4 之 (2.4.8) 式 和 条 忻 (5.1.16) 可 得 


1 r 一 1 
E(D Tem = ES) TSE DHS2C supElS,l <oo. 
4 一 ] 十 一】 El CE 


于 是 
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Das, {ro oo) = {supls,| 二 
由 于 上 式 中 C 是 任意 的 , 故 
DE < oo a.5, {sup|S| < oo 上 


但 由 定理 2. 3. 4, 在 条 件 (5. 1.16) 之 下 ,9。 当 mr~*co 时 a-s. 有 有 痕 
极限 , 故 P (sup15.| < 一 oo) 一 1 , 故 上 式 表 明 (5.1.17) 成 立 .证 完 ， 
引 理 S$. 1.9 设 适 工 -V， 列 {S, ,也 ,yn 宇 1) 蚌 一 个 下 载 , 令 & 一 
5 ,又 对 每 站 沁 1, 人 二 5; 一 St. 如 果 
《5. 1,18) Esupét 00)， 
则 
《5.1.19) 《2 名 收 伍 } 一 {supS, < oo) a.s.， 
证 明 显然 有 
{ 之 /六 收 仇 } 己 4supS， < co}， 
因此 只 需 证 
《5. 1. 20) > 有 收 伍 as， fsup5。 < co) 


对 任 给 C0, 定义 {多 i,& 宇 1}) 的 停 时 
r= infin 守 1:5, > C} 
(约定 inf 杀 一 ce)， 则 和 -多 2 六 二 还 是 下 载 且 
Dran = ren} 十 0 A CS 十 ET cen 十 Cis 
ssC 十 Supét ， 





出 此 可 见 
supkSe < 十 下 SUPe < cc。 
于 是 由 下 款 基 本 收 全 定理 推 得 


limS.a, a.s. 存在 有 限 . 
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这 样 当 然 就 更 有 

limS .Ti -一 lim Sn ,lire ,3 存在 有 限 . 
这 表明 

2>7 避 收 伍 as. 人 一 co) 一 {supS. < 全 


再 利用 妃 的 任意 性 即 得 55.1. 20). 证 完 ， 
定理 5.1.10 奶 蒜 差 序列 人 ,. 丈 ， 天 六 1 满足 条 件 (5.1. 15)， 





则 
(5. 1. 21) (5 收 但 }== {supS, 一 co) 一 人 > 各 二 co as.. 


证 明 由 引 理 5.1.9 知 (5. 1. 21) 之 前 一 个 等 趟 成立. 因此 只 
需 再 证 


(5. 1. 22) as Se 收 化 | 
oe] 此 = 1 

《5. 1. 23) 3 收 化 a.s， (VE). 
点 二 1 [| 


为 证 (5.1.22), 对 尾 给 C>0, 定 义 停 时 
r= inftn 1], > CC} 
(约定 infZ 一 00). 不 难 见 
1 和 (1S | 十 [én + [S|Tin SC 十 sup |& | ， 
从 而 由 C5. 1, 15) 得 
supE| Dyélirsn| = supElSins| SC+E supl&| < oo 
对 计 差 列 {T 了 sya. 马 0k 守 1} 用 引 理 5.1.8, 我 们 得 
Do ES DE Too a.s,. 
点 一 】 一 
于 是 ,由 局 的 任意 性 推 知 


上 二 1 


Do a.s. {sup |S, | < oo), 
FE a 


3D06 





再 注意 { 呈 扣 收 策 }C tsap1s,| 一 oo) 即 得 (5.1. 22)， 
为 证 (5. 1.23); 对 任 C>0 定 义 停 时 





o = inf{n 写 1; > 况 >>C2| 
上 =] 
(约定 inf 一 00) 并 考虑 诸 差 序列 {8 人 PF ,这 1} ,1 一 112; 其 中 
EE 一 名 了 一 加 (To | 1) :由 > 1 
) 一 a sh) 四 Et ot | 用， 1 ， 开 之 1. 
由 于 


一 1 


性 1 和 EI ElS I n=2EIé Tec S28 suplt| < 2 
=| 了 


我 们 得 2， SP1< co as ,从而 


(5. 1. 24) Sle 收 竹 a.s.. 
又 由 于 对 每 AT 
> seo= 7 一 ys 一 3B 一 总 Jan 
加 one 
< Dt li < 2 
我 们 得 


ep < 2 limE > 人 7 i < 4 
由 此 可 见 
五 SUP (S22Y 40 < cc 
| 


DE < oo a.s.. 


k= 


于 是 ,把 定理 5， 1. 了 用 二 1 ,2 得 到 


~ 


了 > 收 仇 aa.s.， 


赤 一 ] 


上 式 与 <5. 1. 24) 一 起 给 出 
rn 收效。 a.s.， 


因而 进一步 得 
5 收 祝 4.s. 10 一 2) 一 {<<C) 


但 上 式 之 己任 意 , 故 (5.1. 23) 成 立 . 证 完 . 
设 { 信 ,站 宇 1 } 是 贰 差 列 ， {Wi 1 二 ] ;是 适 可 测 函数 
列 .那么 在 适当 的 茶 件 下 ;,{ 扣 zy， 多 本 坊 1 还 是 蒜 差 序列 . 作为 定 


理 5. 1.7 和 定理 5. 1. 10 的 应 用 ,我 们 将 得 到 关于 级 数 ye 加 收敛 


性 的 如 下 结论 ， 
定理 5.1.11 设 { 信 ,如 ,上 全 1} 是 靳 差 序 列 , {家 ;名 1_1;8 尝 1} 
是 适 可 测 函数 列 . 则 在 条 件 (5.1. 16) 下 ， 
{5, 1, 25) > 总 到 收效 as. (sap| 腥 | < cj 
后 > 
证 明 任 给 C>0, 令 
r= inf 六 1: 3.| 之 CO 约定 if 个 = oo0); 
Gi 一 Gl Tac 1. 
易 见 是 {多 , 衣 字 1} 的 停 时 而 {,. 芝 %, 宇 1} 是 损 差 序列 . 注意 对 
每 有 六 1， 
(GCI |Tiss 一 CUE Tn + 各 | 了 
COS | 二 |S. DT — COSe | + | Syd Te 
CC S| Ts + 2C Tc 
< CS,| 十 2C”， 
由 引 理 2. 4.3 之 (2. 4. 6) 式 恒 得 
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Esuplti] SCEIS.| 十 2C? SC supElS,| + 2Cz < oo; 
于 是 用 定理 5.1.10 于 人 ,718 宇 1), 知 
(5. 1. 26) [ 台 & 收 合 )= (DH) as. . 
由 于 必 1<clale>1 帮 
(Da<o)c (DE). 
但 引 理 5.1.8 表明 此 时 (5. 1. 17) 成 立 , 需 (5 1. 25) 实际 上 意味 着 
Sg 收 售 as 
注意 在 集合 {sup |5， jC,sup | 录 | 二 C} 上 ,名 一 6 对 每 之] 威 
立 , 上 式 进 而 给 出 
S$ 双 收 做 as {supl5,| 二 Ca 他 | 二 CC 
于 是 由 C 的 任意 性 推 得 
站 sm 收 全 a.s, {sup|5,| < covsop | 到 | < oo)， 


由 下 靳 基本 定理 和 条 件 (5. 1.16) 不 难 见 
PlsuplS, | 二: oo 一 一 1， 


所 以 上 面 得 到 的 那个 式 子 也 就 是 (5 1. 25). 证 完 . 
1.4 独立 r.v. 序列 的 零 一 律 


从 前 面 的 那些 讨论 可 以 看 出 ,一 般 r.v. 级 数 的 收敛 性 还 是 比 
较 复 杂 的 ,其 主要 原因 是 由 于 它 可 能 在 一 个 正 测度 集 上 收敛 而 同 
各 又 在 一 个 正 测度 上 不 收 钱 ,使 得 我 们 在 往 述 收敛 集 上 花 了 很 大 
的 力气 . 这 种 现象 对 独立 +. v 的 级 数 将 不 再 存在 ,因为 像 


{Os 收 全 1 3 这 类 集合 的 概率 当 {6 ES] } 独 立时 非 0 即 1, 即 符 
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合 独 立 r.v, 序 列 的 零 一 律 ,下面 ,我 们 就 对 此 作 进 一 步 的 说 明 . 
定义 5.1.1 设 {人 &, 产 1}) 是 概率 空间 (0Q2,.Y ,P》 上 的 随机 元 


序列 . 记 多, 一 oC 之 1) wn 之 1 我们 称 7= 门 8, 为 ,41 
的 尾 o。 域 ,中 的 事件 为 尾 事件 ,7 可 测 的 函数 为 尾 函 数 . 

不 难 验证 ,集合 { 3)& 收敛 ) 是 7.v. 序列 {你 ,4 守 1} 的 一 个 尾 
事件 . 关于 独立 r. v. 列 的 尾 事 件 和 尾 函 数 ,我 们 有 和 如 下 的 重要 卓 
实 一 Kolmogorov 零 一 律 . 

定理 5.1.12 独立 rv 序列 尾 事件 的 概 学 非 0 即 1; 独 立 上 
v. 序列 的 尾 函 数 a.s. 是 一 个 常数 (这 里 或 们 把 eo 和 一 吕 也 看 成 是 
一 个 “ 数 ”)， - 

证 明 设 估 ,A 宇 1) 晨 独 立 了 vv 序列 ,对 每 nn 宇 1;, 记 祈 , 一 
CL 如 7 是 {8,R 空 1) 的 有 界 尾 函数 , 则 7 居于 ,多 一 


ol 
得 























Cs 


多 可 测 而 且 对 每 "六 1,9 与 多。 独立 ,因而 由 定理 2. 3. 12 





1 


?一 EQIP) 一 limECy|F,) = Ey a,s,, 
可 见 妆 &. 3, 是 一 个 常数 .如 是 {5,k 实 1} 的 非 负 履 函 数 , 对 每 





7= limy, = limEy, = Ey a.s., 
可 邦子 仍 a.s,. 是 一 个 常数 .如 ?了 是 - 般 的 尾 函 数 , 则 当 Ey! 一 co 时 
?9 一 人 二 co as,i 当 一 一 co 时 ?一 一 信和 一 cc as.; 当 五 | 引 去 
co 时 








= ~ Et Ey = Ey a.s., 
说 昕 了 还 a.s, 是 一 个 常数 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 定理 的 第 二 个 结 
论 . : 
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了 


以 下 记 吉 ,六 1} 的 尾 = 域 .如 4E.2, 把 已 经 获 证 之 定理 的 

第 二 个 结论 用 于 尾 函 数 了 =14 ,我 们 得 
1s4= Eli= P(A a,s.. 

这 说 明 PCA) 非 0 即 1, 固 此 定理 的 第 一 个 结论 又 得 证 , 证 完 ， 

不 难看 出 ,如 果 {4,,n 宇 1} 是 独立 的 事件 序列 ,那么 事件 {4,， 
i o.} 是 独立 rv 序列 1 之 1 的 尾 事 件 . 因此 已 (4. 汪 co. ) 非 间 
一 1. 这 说 明和 芒 面 讲 过 的 Borel-Cantelli 引 理 也 .是 Kolmogorov 零 
一 律 的 - -种 农 现 . | 

定 关 5.1.2 设 人 ,kK 宇 1} 是 概率 空间 (C0, ,PP}) 到 可 测 空 间 
(区 ) 的 随机 元 序列 ,多 中 的 事件 4 称 为 是 对 称 的 ,如 果 存 在 B 
万 汶 ", 使 对 每 一 个 n 实 1 和 人行,…,n} 的 每 一 个 重 排名 ,i,), 均 
有 





一 人 
二 

容易 证 明 : 随 机 元 列 ! 扣 尖 衬 1 的 对 称 事件 的 全 体形 成 一 个 = 
域 ;: 哺 机 元 列 的 尾 事件 必 是 对 称 事件 ,和 而 它 的 对 称 事件 未 必 是 尾 事 
件 . 因 此 ,下 列 Hewitt-Savage 零 一 律 在 1 , 袜 直 是 11d. 的 Fr v. 
列 的 特殊 情况 下 吉 强 了 Kolmogorov 零 一 ' 律 . 

定理 5.1.13 如 随机 抑 序 州 {人 , 郑 1)i.i.d. , 则 其 对 称 事件 
的 概 梁 非 60 即 . 

证 明 设 4 是 {S,k 之 1} 的 对 称 佛 件 . 由 定义 知 存在 BE %” 
使 对 每 n 宇 1， 
C5.1.27). A= {CSS EB} = A 

一 人 和 as 
对 每 n 宇 1, 取 BE 和 5 并 记 
一 人 























使 得 
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(5. 1. 28) limP4 六 4 一 0. 
令 
4 一 {1 ) 万 B.,}， nn 2 】. 
注意 信 , 记 宇 1} 的 iLi.d. 性 质 表 明 
POAMAAY) = PLAAA,), 
又 注意 (5. 1. 27) 意 昧 着 
PlAMNA™) = 0, 
由 (5. 1. 28) 可 得 
PrAMNAmT DE PCA.AATY 
PiAAMA) T+ POAAMATI + PCAT A AT) 
= 2PCAAAY > 0, n> oo, 
因此 我 们 有 
PlAs 站 4 一 天 (4 — POAMNAT™) —» POAD)., 
但 是 ,让 每 az 衬 1,4,。 与 A 是 相互 独立 的 , 战 565.1. 28)》 又 给 出 
POA 门 4 = PCAYPCA®) = P(A,) — Pi(AY., 
比较 以 上 得 到 的 两 式 , 我 们 有 
: 了 4) = PAY). 
这 说 明 P(4)? 非 6 即 1. 证 完 . 


1.5 独立 随机 变量 级 数 





由 于 { 38 收敛 } 是 随机 变量 列 {& 以 宇 1) 的 尾 事 件 , 故 当 


二 


{之 1) 独 立时 ,或 者 > a.s, 收 笋 ,或 者 55 a.s. 不 收 伍 


因此 ,我 们 的 问题 归结 为 讨论 a.s, 收 丝 的 必要 充分 条 件 . 这 


个 问题 的 完整 回答 是 下 面 的 定理 5.1. 15 …Kolmogorov 三 级 数 
定理 . 
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引 理 $5,1.14 设 狼 立 ry, 列 { 名 大 之 1) 满 足 条 件 (5. 1. 12). 
如 果 级 数 6 a.s, 收 化 , 则 


证 明 设 f,E 室 1} 是 与 {&,k 之 1} 独 立 同 分 布 的 随机 变 基 列 ， 
对 每 & 六 1, 令 总 一 扎 一 总 . 由 05. 1. 12) 我 们 得 
下 sup St:>? 25 sup( 部 十 加 ) 所 4E Sup < cos 


由 6 as 收敛 叉 推 知 已 如 a.s, 收 俩 ,从 而 避 况 a.s. 收 全 


于 是 ,把 定理 5.1. 7 用 于 堵 差 序列 
{ES 一 (人 尘 1} 
便 得 


(DV ECE I < ce 一 (Dg 收 敏 } 一品 as.， 
从 而 


本 


DEC = PEC FI <co a.s., 


上 二} 点 一 1 


亦 即 > 豆 ( 名 )2 < co . 由 此 可 见 


cs | 时 
ar 一 过 var 一 EY): oo, 


上 二 上 一 上 到 1 
再 把 定理 5. 1,7 用 于 鞠 差 序列 

{ 一 五 全 光一 ol ps Ee) :区 这 1} 
由 于 无 Sup (Ss ~— Eés) ss4E 50p 错 导 o0; 故 可 用 ) ,注意 





DECE, ~ BEE) [9 1) ~ vare < oo, 


点 一 1 [a 
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我 们 得 
> (一 E&Y a 5. 收 襄 . 


.这 与 引 理 的 条 件 之 一 Dé. s, 收 合 一 起 便 推 知 D2 收敛 .证 
完 . 


定理 5.1. 15 设 {名 汉 之 1 独立 则 
S18， a,s, 收敛 


的 必要 充分 条 件 是 对 某 一 个 C>0 或 对 一 切 C>0, 下 面 三 个 级 数 
收 全 ， : 


(总 | > 0O; 


一 1 


Ek [| + 


> Var 了 i 


证 明 如 对 某 C0. 三 级 数 收 伍 ， 则 把 定理 5. 1.4 用 于 对 
r.v. 施 列 














{E 一 GE 2 芦 1} 
即 知 之 全 as 收敛 . 
反之 ,如 Do s. 收 伍 , 则 $4 一 0 a. s, 从 而 对 每 C>>0， 
Pit |>C,i.o. yo0. 于 是 由 Borel -Cantelli 引 理 得 


Spe 上 | > Co < ec， 


此 外 ,注意 56 a.s. 收 合 等 价 于 对 每 C > 0, SETieise as 收 
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语 . 后 由 引 理 5.1.14, DTie tae .38. 收 就 苞 舍 着 Dy ES ee 
=1 上 一 1 


和 Dvarel ean 雹 收 化 .因此 , 当 Da s. 收敛 时 ,定理 所 列 之 


= 个 级 数 必须 收 僵 证 完 . 
关于 独立 了 ,v, 级 数 的 第 二 个 有 意义 的 结果 是 它 在 各 种 意义 


下 收敛 的 等 价 性 一 一 Levy 定理 . 这 里 ,我 们 将 称 了 工 . v, 级 数 > 








是 依 概率 收敛 的 ,如 果 存 在 - 个 <.v.8 使 5, 一 2 和 全 S ; 称 rv 
级 数 > 是 依 分 布 收 化 的 ,如果 存 在 d.f. 下 使 5, 全 已 此 外 ,一 


个 复数 序列 的 无 穷 级 数 ] 本 a 收 敏 将 理解 为 lim 上] a 存在, 有限 且 
不 为 0. 

定理 5.1.16 记 独 立 r,v, 序 州 信 , 让 宇 1} 对 应 的 c.f, 列 为 
{ 态 之 1 , 则 交合 是 等 从 


0 8 as 收 误 ; 
(2) D5 依 概 率 收 化 ， 
(3) Da 依 分 布 收 伍 ; 


(4) 末 户 oo 在 tp 的 某 邻 域 收 伍 


证 明 明显 地 有 
(D2) = 3)=>04). 
因此 只 需 证 
《4 一 (2)=>(1). 
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(4) 二 (2) 之 证 明 : 如 存在 >0 使 
lim [TAD = /DA0, le, 
则 对 任何 Lr lim 有 8 一 co 有 


im fi) tim TA /mf =1, lee 
Tl i =] "| 
由 此 可 见 
Sho. 


一 机 上 1 


于 是 , {Svvz21)} 是 依 概率 收敛 的 基本 列 , 故 存在 r v,S ,使 85. 三 3S. 

(2) 过 (1) 之 证 明 :由 于 S, 一 S, 故 对 任 给 e>0 和 0<<8<<2, 存 
在 入 宇 1 使 # 宇 N 时 

POS,— S| 守 €/2) < 6/2: 
PllSsrs ~— S| Ee/A) O/T1/2， 贡 实 1. 
对 于 这 样 取 定 的 NN, 显然 有 
[pa 人， — SY) | ed, nN,m 1. 

因而 当主 N 时 


Ur 1S 一 S| 六 


{lS, — S| 守 o/2} U Dns > /2)] 





CTC{IS,— S| 2 e/2) 1U LU mex, 1S 一 -全 | 宇 e/2) | 
CC{|S, — S| 2e/2) 


ULU{ max I, ~ 5S) + ms 一 So > e/4}]. 


于 是 ,由 引 理 4. 4. 14 得 
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Pl Us 一 se 


Ps, C— S| 之 E2) 
十 limP( max .3 一 SD) 二 m5 一 号 | E54) 


Ht 
/2 十 2 ainf pcls 一 S| 宇 2/4) < 全 
对 一 切 n 宇 NN 成立. 这 说 明 5, 一 S$ a.s. .证 完 . 
.最 后 ;我们 来 讨论 ;如 困 对 于 某 +, .5， 


《5， 1, 29) > = 人 A. S. + 


那么 S 将 具有 什么 性 质 . 当 ; ‘二 主 1} 是 离散 型 7. vv. 列 的 情形 ,下 
列 Jessen-Wintner 定理 将 给 子 回 管 . 

定理 5.1.17 如 果 售 ,之 1) 独 立 , 对 每 >1,5& 是 离散 型 
r.v. 并 且 55.1, 29) 成 立 , 则 8 必 是 纯 型 的 5 纯 型 rwv. 的 定义 见 第 
一 章 第 四 节 )， 

证 明 对 每 之 1, 以 Di 记名 的 值 域 ,又 D = 1D .再 令 


点 一 1 
人 7 一 { > ass DS Lsm 是 整数 ,zx E 也, 天 一 1 
旧 一 上 
易 抑 避 是 可 数 集 , 对 每 BE 弦 , 定 义 
SPB 一 {区 十 ;站 c CG,y EE EB}. 


台 易 见 , 对 代 何 zsERR 一 了 和 三 有 





{SEGDBB) NA 


={SEGPBIN {Vee conn 


={SeeGBanNn {Ss eonn 


二 二 十 1 





{Si&ecGDBaNnn 


点 一 m 十 


”这 表明 {SEC 甸 B} 站 是 一 个 尾 事 件 , 故 由 Kolmogorov 零 一 律 








推 知 :对 每 如 E 禄 ， 
(5.1. 30) PSECGDH)QS= 0 或 1. 
如 轩 存 在 使 GBB 是 可 数 集 之 BE 使 


PIS ECGBH)=1, 
那么 5 显然 是 离散 的 . 排除 这 种 情况 ,由 55. 1. 307? 知 剩 下 的 情况 
只 能 是 ,对 任何 使 G 外 8 成 为 可 数 集 的 BE 禄 , 均 有 

PlS EGPBB= 0. 
在 这 种 情况 下 ,如 果 存 在 一 个 使 G 儿 B 成 为 Lebesgue 0 测 集 的 B 
蕊 久 , 使 

. PS EGPBB=1, 

那么 S 只 在 一 个 Lebesgue 0 测 集 G 旨 8 上 取 值 而 在 它 的 任 一 可 
列子 集 上 取 值 的 概率 为 0, 因 而 S 是 奇异 的 , 再 排除 掉 这 种 情况 ， 
剩 下 的 唯一 可 能 是 :对 任何 使 电力 B 为 Lebesgue 0 测 集 的 BE 沈 
有 





PS ECPBEH)=0. 
这 时 ,对 任何 Lebesgue 0 测 集 BE 哟 ,有 
PSEB)SPOEC 外 323) 一 0， 
故 是 连续 型 的 . 证 完 ， 


习 题 5.1 
1. 设 14,,z 实 1} 是 概率 空间 (C2,. 字 ,Py 上 的 事件 列 . 证明; 如 
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limP(a4) = 0, SPCAA) < on， 


则 已 (4.i.o. ?一 0. 加 
2， 设 1 有 1 是 适 rv 列 ,avEzzT} 是 正 实数 列 . 令 
A= (De [名 > li co- 
证 明 
{> 名 收 敏 } = Soew 由 as A. 


3， 设 【总 27 1 是 图 差 列 . 令 


人 A 二 { SEC ea |. 1} < co } 
下 一 上 


n (PES < oo}. 
证 明 
六 收 化 ”as A 
4. 设 { 信 7 之 让 是 团 状 列 , 对 每 ”1 去 es2. 证 明 


S18, 上 收 仇 a.s. IE [ED 二 co 上 
£1 





二 1 


9， 设 信 F464,& 实 1) 是 拷 差 列 ,p 宇 2. 证 明 : 对 任 给 e 二 0， 
D16, 收 化 as {Fedogk) EE < 0). 
“6， 举 出 一 个 蒜 莽 列 { ,2 的 例子 ,使 

0 过 PP( 六 和 收 伍 ] 一 1 
了， 庆 断 下 列 事 件 是 否 v 列 仿 必 1 的 尾 事件; 








(1) Se, 收 化 ; 





(2) 之 收 黎 到 r v.35; 
(3) 售 扬 Biyi.0.}; 这 里 对 每 & 守 1, BE 
(4) (lim 存在 }; 


(5) [limi Dé 存在 | 
请 说 明和 判断 的 理 宙 ， 
8， 设 {4,4n 室 1} 是 一 个 事件 列 , 应 用 系 5.1,2 证 明 ; 如 
| P(A,,i.o.)= 0. 
再 用 Kolmogorov 零 一 律 完 成 整个 Borel-Cantelli 引 理 的 证 明 . 
9。 证明 随 机 元 序列 对 称 事件 的 全 体 浪 成 一 个 5 域 . 
10、 证 明 随 机 元 序列 的 尾 事 件 是 对 称 事件 ， 
ii。 举例 说 明 随 机 元 序列 的 对 称 事件 未 必 是 尾 事件 . 
12， 设 16,t> 呈 独立 ，> 6 as 收 敏 . 证 明 下 列 三 命 昕 等 
价 : . 


(1》 Oo as 

《2 Do EAT 
(3) ET. 
13， 设 1&., 丰 之 1} 独 立 .证 明 ， 


> on a.9,. 
点 一 ] 


当 且 仅 当 
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SNES 十 总 ) < oo. 


炎 一 上 


14， 设 由 321} 独 立 ，> ) 锚 < co a.s. .证 明 
Ll 


B38 收 和 全 a. 8. 
当 且 仪 当 
DDE&Tser 收 全 
15， 设 人 壤 虑 写 1)} 独立 ， 又 对 其 C0, 
oinfh < suph eC A. 5,. 
证 明 :如 果 > 6, 一 0 则 = 
16. 举例 说 明 存 在 这 文 样 的 非 负 独 立 -。 v. 列 {5 必 节 11 使 

















Peas fe 一 其 至 有 这 样 的 非 负 独立 rt. Y. 到 


上 


r= 
iE1); 策 P(E >0,1.0.) 一 0 但 


SEé, = CD, 
办- 了 
17， 证 [名 ,六 1} 独 立 , 又 对 每 上 之 1， 
Pt 一 1) 十 与 (一 一 17/8) 一 1 


讨论 级 数 > 的 收 敏 性 . 
18， 设 1 人 状 闻 1 独立 ,对 每 有 这 1, 点 有 密度 


¢ y= 0 Ts， 
pila = Le Ar ， xr 六 0， 


此 中 尺 之 0. 讨论 > 的 收 敏 性 . 





19， 设 全. 下 宇 1}iid, , 记 5。 一 Dam 1 .证 明 ; 有 而 量 只 
有 证 列 四 种 情况 发 生 : 


{1} Sr oo fa... 
(2 So aA,s,} 
C3) liminf S$, =- -0 ,limsup 一 co a.8,3 


(dd) 对 每 六 1 ,9S, 一 0 a, 3,. 

20， 设 { 汪汪 1) id , 求 ak 收 仇 的 充 要 条 件 . 证 明 

(1) 如 ao 一 172 则 > al as 收银 到 [一 1,1] 上 均 各 分 布 
的 TY. : 

《2)》 如 a 二 1/3", 则 Dak a.s. ! 收 部 到 一 个 奇 蚜 型 的 fr.v, ， 

31，r,v 序列 { 和 ,za 的 级 数 Ds 称 为 县 无 条 件 a.s, 收 合 
的 , 如果 对 N= {1,2," .) 到 自身 的 每 个 1- 1 的 满 映射 fx ,x1 


} ,级 数 >», a.s. 收 敏 ; 称 为 是 绝对 a s. 收敛 的 ,如果 2 


< ep as .举例 说 明 T。V， 级 数 即 使 无 条 件 收 化 也 未 必 纵 对 收 鳅 . 
提示 ;考察 题 17 的 特殊 情形 P(t =17n)=P(S 二 -1/n) 二 1/2， 
22， 证 明 ; 对 和 任 一 rv. 列 全 ,nn 宇 1), 右 存在 E00,1] ,nx 这 1 








使 > ESls 之 a0 , 则 级 数 > 6 a.s、 绝对 收 化， 
23， 设 独立 Tr.v. 序列 售 ,n 汪 1} 满足 


os 


PD Ee < oes EE, 一 人 ， 证 . 


证 明 级 数 1 名 无 条 件 a.s. 收 敏 ,并 且 对 w 到 自身 的 每 个 1 1 的 
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满 上 映射 {1 ay :有 


24. 证 明 ,独立 rv. 询 人 ,nm 关 1 的 级 数 > 无 条 件 a.s. 收 
仇 的 必要 充分 条 件 是 存在 一 个 C>0 或 对 一 切 Co 下 列 三 式 成 
下 


DPOUG > OS 
严 一 | 
了 >， EA | 二 oo; 
nl 


了 > ee < 扫 oo 
担 一 上 | 
第 二 节 剖 大 数 律 


2.1 随机 变量 序列 的 稳定 性 


我 们 将 称 r.v. 序列 :之 1} 是 稳定 的 ,如 果 对 每 n 实 1, 存 在 
5, 扬 民 鸽 
SC—b.—0 a.s. 

本 小节 将 给 出 工 vv, 列 15 ,这 1) 稳定 的 充 要 条 件 采用 以 前 引进 
过 的 符号 , 黄 { 共 ,9 芒 1) 记 与 1S。a 芒 1 独立 同 分 布 的 r,v. 序列 ， 
(一 3 一 人 让 记 1 六 1 的 对 称 化 序列 . 此 外 ,对 每 za]， 
以 mw, 记念。 的 中 位 数 ， 

引 理 5.2. 1 对 任意 的 tv. 列 {5, 1 这 1) ,任意 的 实数 列 {5,,n 
1 和 任 给 的 ce 汪 0, 有 
(5.2.1) Plsupls, 一 mr| > 4P(supls,, > e) 
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< 8Plsup|S, 一 名 | 2 8/2). 


证 明 对 任 给 的 0<6-<<e, 我 们 有 
P: sup |Ss | 之 el 


nl 





S&P! Hi 宕 6)] 


zi 


宕 72)) + PI J (IS, -5| = 6/2)| 

2PI pls — bb,| 2], 

nl 

上 式 再 令 5->e, 即 得 (5.2.1) 之 后 -不 等 式 . 
对 尾 给 e 汪 0 和 EC0,e), 今 

r=inffn 1 一 mo 六 


(约定 in{f 户 二 00). 易 见 


U {r= 一 pi 


t= 1 


因此 ,由 中 位 数 的 定义 及 = 


Pl suplS;| 六 人 之 


一 12。 一 1m A 0 


EU 5, 
=Ui (5; 6} C {sups; > 8). 


与 { 对 > 的 独立 性 又 进 一 步 推 得 
Pl sups; > 6) 


把 此 式 用 于 rv. 到 {一 5,,n 这 1); 叉 得 
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Psup1s: | 六 8) 六 PP(— in{(S, — 1m.) > ey). 
rzl1 tl 


再 把 以 上 两 式 相 加 , 便 有 
P{suplS, 一 ms| > e) 
Pl sup ts, 一 20) 六) 十 PlinftS. 一 9 A 一 £) 
<4P{suplS;| > 0). 
上 式 中 令 8->s 即 得 (5, 2. 1) 之 第 一 式 . 证 完 . 
定理 5.2.2 对 任意 Ir.v. 列 {5S,,n 之 1) ,下 列 二 命题 等 价 : 
(1) 存在 实数 列 168.,n 实 1) 使 | 
SS.— p00 8.5. 
C2) Si—*0 有 .5 
(C3) SC—na—*0 a.8,. 
证 明 不 难 见 (1),(2),(3) 分 列 等 价 于 


. 五 
suplS: 一 站 | 一 0， NN oo 
点 六 四 
Fad 
sup|Si|—0, nA— oo; 


p 
sup Si 一 rz —0, mn—0 
Pt 


见习 题 5.2 之 1). 而 由 引 理 5.2. 1 又 不 难 见 上 后面 那 三 个 命题 等 
价 . 证 完 . 


2 2 Kronecker 引 理 
设 | 名 之 二 是 一 个 + Y 序列 . 对 等 = 之 ] , 今 


S, = 一 2 
如 水 存 在 正 数 列 {a.,n 宇 1} 和 实数 列 人 ,>>1]} 使 
(SO b/d 一 0 as.， 
我 们 就 称 {t., 关 宇 1}) 服 从 强大 数 律 . 通过 r v: 级 数 的 收 敏 性 来 研究 
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强大 数 律 是 -个 重 间 途径 ,而 使 这 一 点 得 以 实现 的 主要 工具 就 是 
Kronecker 引 理 . 

引 理 5.2. 3CToepiitz》 设 实数 列 {zya 闻 1 满足 
(5. 2.2) limx,—=zxE€E R. 


(5. 2. 3) sup DD laws < limaos = 0, > 1， | 


则 有 - 

(5.2.4) lim > aa = x 
如 果 zx 关 0, 则 在 条 件 (5. 2. 3) 和 
《5. 2.5) lim Da 一 ] 


之 下 ; (5.2.4) 仍 然 成 立 . 
证 明 如 (5. 2.2) 成 立 , 则 存在 M>0 使 
[zx, | MM, 号 |， 


于 是 由 (5. 2. 3) 之 前 一 式 知 
2 |an, se | < Moup > [las| oo， 1 
由 此 可 见 对 每 之 1， De 绝对 收 敏 , 写 
Darens 一 工 一 D2 ma 一 2 十 人 > ss 一] 工 
当 xz 一 0 或 zz 但 55. 2. 5 成 立时 ， 均 有 


| > 1)} £0, nH 一 oN. 
另 一 方面 ,对 任 入 空 1, 我们 有 


| Sas 一 之) | 
4=1 
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名 es 


< 了 >， [Gas Cr 一 你 | 十 >， [a CT 一 工 ? | 
上 一直 


“= 1 = 1l 


< of max [zi — xz|}{ max |assl) 
上 1 
一 (suplze 一 全)sup > |a..,l, 
大 mt fe! 


因而 在 上 式 中 先 令 n 一 oo ,再 令 二 ceo 便 出 [55. 2. 37 和 (5, 2,2) 推 
得 





be 


yao 一 了 0 n> oo 
一 1 


这 样 , 当 z=0 或 xz 关 0 但 (5,2. 人 5) 成 立时 总 有 

















Da ~ TT 0 nooy 
Pe 
即 (5. 2.4) 成 立 ,证 完 . 
引 理 5. 2. 4CKronecker》 设 {fi, 字 1} 是 实数 列 ,又 0<Zas 人 
ce. 如 果 


Pr/e 收 钱 ， 


lim 3)B,/0, — 0. 
k=1 
证 明 记 mm 一 0 又 对 每 n 字 1, 令 
Ce 一 上 1 an = ln 


0, 下 下 十 1; 
过 一 YBa. 
4 二 1 


最 后 , 记 z 一 之 pa- 不 难 验 证 ,这 样 定义 的 fevern>1 ,4Z>1) 满 


足 (5.2.3) 和 (5.2.5), 而 且 (5. 2.2) 亦 成 立 . 于 是 ,对 它们 用 
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nf 一 





Tocplitz 引 理 得 


D8, /0,= > >» (Ca: 一 Be Car) 


kl t=1 


一 >， Léa 一 省 Dhar > 1 六 [as 


0 
二 一 > Rai Os A on, 
=] 


引 理 证 完 ， 
2. 3 挝 差 列 和 独立 r.v. 列 的 强大 数 律 
以 {S17 记 了.v, 序列 信 实 1} 的 部 分 和 序 询 . 抠 Kro- 


necker 引 理 和 2. 1 的 讨论 结合 ,我 们 得 


定理 与 . 下 . 与 设 i% 1 中 礼 1} 是 适 rf, vw. 序列 ,0 过 加 oo 
a. 3.. 下列 三 会 题 成 立 : 


{1) 如 (di ;过 1 ;是 适 IT. VY. 列 卫 0<pEl * 虽 
(5.2.6) S/T > 0 as. {MECN VW < oo); 
下 二 | 


(2》 如 1 哆 ss21) 是 鞠 差 列 且 1p 所 2, 则 (5. 2.6) 仍 戌 
a | 
(03) 如 [ 扣 多 之 1)} 是 蒜 善 列 且 2 和 ae， 则 对 任何 满足 
Dla 过 oo 之 正 数列 (a1,h:>1) ,有 
SA/ 0a,s,{ YE [SPP /mat < co 
证 明 命题 人 1 是 系 5.1.5 和 Kronecker 引 理 之 明显 推论 ; 又 
命题 27? 和 (3 是 定理 5. 1. 6 和 Kronecker 引 理 之 明显 推论 ， 
作为 定理 5.2.5 的 一 个 特例 ,对 独立 r,v, 序列 有 如 下 结论 . 


系 5.2.6 设 { 己 汪 1} 是 独立 Irv. 列 ,fo 裤 1} 是 实数 列 百 
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0<a + co. 下列 命题 成 立 ， 
《1)》 如 对 某 产 EC0,1] ,和 


《5. 2. 7) DU El N/a < ec， 
£=1 


MS /oD a. 8.} 
C2) 如 对 某 peECl,2j,(5.2.7) 成 立 , 则 
(5. 2. 8) (S, — ES /a 0 a.s,3 
《3) 如 对 某 产 E (2,00), 存 在 {o>0,k 之 1}) 使 


Dar < on, DE El/ atat™') oo, 
卡 二 上 £=1 . 


则 (4 2.9) 仍 成 江 . 

证 明 请 读者 完成 . 

作为 系 5. 2, 6 命题 (2) 的 推论 ,又 可 以 得 到 如 下 的 区 ol 
mogorov 关于 独立 rz v, 序列 的 强大 数 律 . 

系 5.2.7 如 独立 rov 序列 从, 天 1) 满 足 

Dvaré, /Re < co， 

则 
(5. 2. 9) C&S, 一 ES,)/n — 0, 

当然 ,Kolmogoroy 在 证 明 他 的 上 述 强 大 数 律 时 并 不 是 用 我 们 
的 方法 ,作为 定理 5. 2.5 的 推论 的 推论 而 完成 的 . 他 用 的 是 他 的 三 
级 数 定理 . 按照 他 的 路 线 , 估 们 曾 把 上 述 强 太 数 律 推广 为 下 面 的 形 
式 . 

系 5.2.8 设 { 名 天 闻 直 是 独立 rw. 序列 ,如果 存在 一 个 p 宇 
1 使 


之 五 | 各 — ES I? /hk ! < co， 
下 一 ] 
网 55. 2.39) 成 下， 


我 们 将 乐于 指出 ,上 述 系 5.2. 8 也 仅仅 是 一 个 关于 靳 差 序列 
的 一 般 定理 的 推论 . 

引 理 5.2.9 设 {54, 了 F411 三 n} 是 非 负 下 载 , {7%， 
1 是 适 工 .YY. 列 . 如果 
£5, 2. 10) 0 
而 且 对 每 二 1, ,ny 记 一 $1 一 Sy_1(So 三 0) ,PE 有 意义 , 邦 
么 





对 任何 C>>0 成 立 . 
证 明 对 每 一 1 1: 令 
一 Dyer. 
易 见 {SY ,2 玉 ,8 一 1,** .,j 是 一 个 下 对 ， 而 县 由 条 件 55. 2, 10) 可 得 


(5. 2.11) CP{ max (Sp) > C) EE >》) Eb /nD 
下 一 ] 


全 一己/ 十 Sas, 一 -DA 和 


一品 


= & /0 十 Ds, 本 17 1) 
i=2 “ 


一 HAM a. 83. 
对 一 1 成 立 . 对 局 >0, 令 
t=inf(l ENC 
(约定 inf 包 二 n 十 1) ,由 前 式 和 下 蒜 性 质 便 推 知 
CPI Tax S/T) 宇 Cl = CPtrEn) 


COP =k,S /nC) 


点 一 上 


SC Pr ks EC) 


二 | 
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ov es 
< DES: Tas CT < 2 ES, ris 这 
rl 


SES: = dE/ - 


即 55. 2, 11) 成 立 , 证 完 . 
定理 $. 2.10 设 人 fF, 记 守 1} 是 于 其 序列 . 如 存在 1 所 pp 过 
oo, 德 


05.2. 12) DUEIE Y/R! < co， 
则 S/n 0 a. 8.. 
| 证 明 在 条 人 忻 (5. 2.12) 之 下 {Sis 如 4; 此 信 1) 是 一 个 五 蒜 ， 因 
此 , 当 二 1 时 用 Davis 不 等 式 , 当 p 六 1 时 用 Burkbolder 不 等 式 ， 
然后 再 用 ,不 等 式 便 知 
ElS eC De | = ce( Dar)’ 


i=l ft】 





[3 
Che-! > 下 |& 


主 一 上 


对 某 C>o 和 任 & 守 1 成 立 . 于 是 ,对 任 给 e2>0 和 1<Sn<N ,把 引 理 
5. 2.9 用 于 下 对 {Si 下 ,Fn 二 和 N} 我们 有 
esp max (Sr |/&}e) 





= erP( max CS | /RY) 2 es) 
nN 


Nn 
SEIS.I*/n* 十 SECIS — [Sa |) /RY 
上 二 nm 十 】 
mW- 1 


= EISy [S/N 二 SR 1 4 DIEISi | 


大 二 加 
™N 

SO DI EE Y/Net! 
i 二 1 
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上 生 
十 DEL/ — /E17 Els)Y,} 
Lr i=| 
上 式 令 Noo ,注意 条 件 (5. 2. 12? 草 含 
lim SE lS"/N’" 一 0， 


又 进而 得 
e*Plsup(|S, | /Ek) > €) 


mo 3 
ECCI/RP — 11/ + DY] > ETE 
让 二 i=] 
i i E+ 
一 2pc De || zdz) DI ENS 
" i 二 1 


<2pC OI El | 澡 . 
但 是 ,条 件 55. 2. 12) 表 明 


十 一 23 EE 2p— EE & 2 真一 《十 到 
号 Pals DE 


KY EE SY/it! < co 
t=] 





《及 >0 是 一 常数 ), 从 而 
lim n Dk- DEle I* = 0， 


En 


故 最 终 得 到 
limP'( supC lSs |/E) 六 引 二 0， 六 0. 


这 综合 5./n->0 a. s.. 证 完 . 
2.4 独立 同 分 布 随机 变量 列 的 强大 数 律 


引 理 $.2. 11 设 rv. 列 人 :3213i.i.d. ,实数 列 {fas ,下 321)} 满 
足 
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C5213) OZatom: oDar’ = OW nT. 
如 果 


AL 


POE | a) < 


1 


C5, 2.14) 


上 


各 
ll 


由 
(5. 2.15) 总 一 ES Tecoj/ar a.s. 收 伊 ; 
如 果 ge 那么 在 条 件 (5. 2.13) ,条件 


(C5. 2.16) a 3 Om non 

和 条 件 55. 2.14) 之 下 ,有 

(5. 2.17) (6 一 E61) /ar a.s. 收 化 . 
k=l 一 


证 明 记 0 对 充分 大 的 C, 在 条 件 (5. 2.13) 和 (5. 2. 14) 
之 下 ,利用 让 id. 性 质 ,我 们 有 


了 ELC ee Es a [é Sd/ 0s 
£-1 


a a 9 
FE? :2 一 >， -8 > 3 
< DJ ES en! 一 Cr Ee it 
到 一 1 下 -1 -一 1 
上 


3 Pa Tle 站 
-1 


= 


— DP | aa Dar 


CViPa) < 1 < 6) 
=1 


一 和 >) 玉生 a <coo a.s.. 
&=1 


因此 ,把 命题 5.1,3 用 于 著 差 序列 
{C&T le tae, 一 ES Tle ea) /a oS pe Be 1}, 


便 得 
2 [él en ES Te ee/ a a,s, 收 合 ， 


但 是 ,由 Borel-Cantelli 引 理 和 (5. 2. 14) 推 知 
Pelé,| > gi, 0, ) 一 0， 














因而 又 有 
之 716 | Be Se 收 钱 . 


把 以 上 两 个 a.s. 收敛 的 级 数 相 加 ,就 得 (5.2. 15), 这 证 明了 引 理 
的 第 一 个 结论 

在 条 件 (5.2.13),(5. 2.14) 和 (5. 2.16) 之 下 ,如 EL 那么 
不 难 见 


Dl Tesco |/a ES PEI [Te a) os 


El Wi < ea 


Plta< | | 所 CA 
oo i 二 1 
一 > Pea; < | 后 | dr) Sar! \ 
+ 一 ] 
st DP < | 名 | 入 ai1) 


P(t 后 | 之 ai) < co 
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CC 是 一 充分 大 之 常数 ) 成 立 .于 是 ,级 数 
PEE, — Ethos 


收 散 ,把 (5. 2. 15) 减 去 这 个 级 数 即 得 (5. 2. 17). 这 义 证 明了 第 二 个 
结论 . 引 理 证 完 . 

利用 引 理 5. 2. 11 ,我 们 来 推导 ii.d. 序列 强 太 数 律 的 第 一 个 
定理 . 仍 以 15.2 访 1) 记 {Ek& 写 1} 的 部 分 和 序列 . 

定理 5,2.12 设 iid, 序 列 { 之 1 和 满足 





《5.2. 18》 Oa 
的 实数 列 {ark 宇 1) 使 得 (5.2.14} 成 立 , 丸 设 下 列 三 个 条 件 中 有 一 
个 满足 : 

(1) ea 中 ecos 


(2) BE 一 Da 但 (5. 2. 13) 成 立 ; 

《3) Eé=0 日 55. 2.13) 和 {3.2. 16) 成 立 . 
WN Sa 0 a. s. 

证 明 在 定理 的 条 件 (1D 下 ， 有 


La 2 (a, /ny 1 
mT 之 (ee 有 “大 





此 式 加 上 (5, 2. 18) 得 55.2. 13). 因此 由 引 理 5. 2. 11 得 (5. 2. 15》， 
再 利用 Kronecker 引 理 又 得 


(C5, 2, 19) Lcé, ~ El, ‘ces 0 aA. 3 
dn 
此 让 ,对 和 枉 巩 宇 1; 当 n>no 时 ,有 
S|, 





LE 


二 [Dale I 
好 一 
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十 5 EIS 2 十 7 us ] 


* 一 ao4 1 


A 二 | neas + Cn 一 mo)aw 一 


Hn 


nl 下 


十 > DaPla < 有 ee < 4)] 


一 一 3 十 1 T=ngt+ 1 


一 二 [za 二 Hi Dapea, ,| 志 a) |] 


1 一 十: 


na /st 2) faja)aiPre < |&| 守 ai) 


ivmmt+1 


Ena/art DiPla 二 二) 


+ 一 im 十 


= na, /a 十 ne >») Plier | 和 aa) 


1 十 ] 


十 2 Cad)Pla 到 全 | 二 wy) 


1 一 二 1 
n/a 十 mp 和 | eu) 十 DD) POE |» a). 


因而 由 条 件 (1? 推 知 | 





limsu 1 Ee | 
ee a 


SADE | > a ) + 之 PUS | > at)， 


再 在 -F 式 中 令 wo->o0, 由 (5.2,14) 进 而 得 
(5. 2. 20) im DES ne, = 


ey 


把 这 个 式 子 与 (5. 2. . 19) 对照 ,我 们 得 :37oo0 as ,从 而 证 明了 
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定理 的 结论 在 条 件 (1) 下 成 立 . 
在 条 件 (2) 之 下 ;由 引 理 5. 2. 11 和 Kronecker 引 理 知 


C5.2,19) 仍 成 立 . 而 且 此 时 对 任何 am 六 1, 有 








1 ,easy 


一 一 








li 
三 这 | | ZE 十 1 an} 


一- 








一 二 | PEs, 十 





之 二 <i[>a 十 py Elé | ete t Te, > | 


二 ng 十 1 


LD/ 十 > Plas < | 上 | Ra) 


1 
nt 
十 EE | | 


< 委 中 > 下 十 > PUES | > an) 
正二 一 1 


并 一 mW 十 1 


十 元 ZnPle < | 二 | < er) 


< Dt 3 POS | > a 


nn 十 1 


十 D0 十 TDPes < | 各 | Rar). 


在 上 式 中 先 令 一 co 责令 mo 一 co 同样 可 得 到 (5. 2. 20) ,从 而 证 明 
了 在 条 件 (2) 之 下 定理 结论 仍 成 立 , 
最 后 ,注意 在 条 件 (3) 之 下 定理 之 结论 万 是 引 理 5. 2. 11 和 
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Kronecker 引 理 之 直接 推论 . 定理 证 完 ， 

下 面 , 我 们 利用 定理 5.2. 12 来 讨论 对 于 形 如 国王 六 Co>0) 的 
序列 ,8。ya, 一 0a.s, 的 必要 充分 条 件 . 这 些 条 件 将 加 在 tr.v. 列 {&， 
下 之 1} 的 共同 d.f. 的 逢 上 ,以 便于 验证 . 所 得 到 的 主要 结论 一 一 定 
理 5. 2,15 一 般 称 为 Marcinkiewicz-Zygmund 强大 数 律 ， 

引 理 5. 2.13 对 任何 r. wv. 和 实数 p 壮 0, 下列 三 种 陈述 等 
价 : 


+ 





(1) EIé|:<m; 
C92) EPUE I>) on; 


C3) PUES er. 
证 明 ”我 们 有 
Elé|?= p| PC > xdz 


= po x POE > x)dz. 
大 1 Ja 一 1 
因此 , 当 0<z<s1 时 ,有 
PRIPUE 人 > 有 二 | EpO RPHE| 1; 
点 二 1 下 一 | 
当 pp 半 1 时 ,有 
z sD P| >&+ 


| 


Sp Kk — 1 P(E > k) 


点 二 3 


SEI pO RPE > 1) 
点 一 了 


< pel YiP(8 > h) + 1]. 
£=1 
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于 是 可 见 人 1) 与 2) 等 价 . 
由 于 当 亡 二 1 时 , (12 和 (2) 等 价 , 故 对 任 给 工 。 v.77,; 我 们 有 


El < ce PU > < co， 
#--1 


对 任 p>0,; 于 上 述 结 论 中 了 到 #9= 半生 ,就 知 (1) 与 (3) 等 价 . 证 完 . 
引 理 5.2.14 志 避 记 r.v. 芋 的 中 位 数 . 以 训 记 的 对 称 化 
tv,* 则 对 任 5p 半 0,e 守 0, 有 
《5. 2.20) ElE — ml?T, ee 
2 PE | 六 + EIS | ee, 
证 明 利用 引 理 4. 3. 12 ,我们 有 


Blé—mlelie ns < ECE—ml Ae)’ =p| et PE ml 2)dz 

< 2p| #7 PF) 2 dr = 2EC|F| A ey 

= 2[eePC|j > e+ EIS PI eo]. 
证 完 . 
定理 5.2.15 设 {人 ,21}) 是 1i,d, 的 rv 序列 ,0 之 p 之 2. 风 
下 列 四 命题 等 价 : 

(1) 五 | 与 [ccos 

《2) 当 0<p<1 时 ， 

由 rt 
当 I 委 冯 2 时 ,五 | 和 |<co 且 
(S, — 有 一介 a.8.; 
《3) 存在 实数 列 {5,,n 宇 1} ,使 
《SS 一 而)Ael -DDoS 

《和 ) En 0 Ag,. . 

证 明 (1 等 价 于 对 每 e 汪 0,E(C|& |/e)' 之 oo, 而 后 者 又 等 价 
于 对 每 60， : 
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Dpto 


《 引 理 5. 2. 13), 由 Borel-Cantelli 引 理 ,又 进而 等 价 于 对 每 es>0， 
Pllé /nr?| 六 Evio = 0, | 
即 (4) 成 立 . 这 证 明了 (1) 舍 (4). 因 此 只 和 需 再 证 
| (1)=> 2) (3)= (1), 
1) 一 (2): 对 每 mn 六 1* 记 ma 一 mi 由 引 理 5. 2.13 知 (1) 歼 含 
《5.2. 14) 对 此 {axsn 宇 ]: 成 立 . 又 当 0p 之 1 时 ,定理 5.2.12 之 条 
件 Q) 注 是 ， 当 1 态 p<2 时 ,as/n 且 


全 :Do = nD 3p 一 On), 


即 (5, 2. 13) 成 立 ， 故 定 理 5. 2. 12 之 条 件 (2) 满 足 . 于 是 由 定理 5， 
2.12 条 (1 蕴含 (2)， 

(2)=>(3) :显然 , 

(3) 地 人) 以 全 ,1} 记 信人 宇 1} 的 对 称 化 序列 {55 ,rn 守 1} 
记 坊 ,8 宇 1} 的 部 分 和 序列 . 据 定 理 5. 2. 2, 由 (3) 推 知 号 [at > 
as. ;从 而 
Sm S/n a i nS /nm D0 as,， 
据 前 面 已 证 之 纪 ) 命 (4), 这 表明 玉 | 条 |? 之 oo. 据 引 理 5. 2. 14( 在 
C5.2,20) 中 令 se 一 00), 叉 得 

EIS SEES < 














于 是 我 们 有 
El |* 2 [本 | 名 — m(é) | + mt )?] < co. 

定理 证 完 . 

著名 的 Kolmogorov 强 太 数 律 是 我 们 的 定理 5. 2. 15 的 特例 ， 
它 可 以 写成 下 面 这 种 更 强 的 形式 . 

定理 5.2.16 设 信 ,上 宇 1} 是 ii.d. 的 rv. 序 列 . 下 列 两 命题 
成 立 ， 
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(1) 如 EE 有 意义 ; 则 Sm 瑟 6 as. 

《2) 如 对 基 4E 如 ,om 一 aa.58. Elé 18 a= Et. 

证 明 当 王 186|< 近 co 时 ,命题 (1) 是 定理 5.2. 15 之 特例 . 当 
Eé 一 co 时 ,对 任 af>0, 有 E | 二 六 可 | 二 co ,因而 对 全 及; 
用 定理 5.2.15 可 得 

liminf $,/n > lim Ez A M) = EC AM) a.s,. 


在 上 式 中 再 令 Moo, 便 得 


limS,/n = mo ~ Eé a.s., 


Ne 


即 已 成立. 类似 地 可 证 有) 一 一 co 时 命题 1) 成 立 . 下 面 证 明 命 题 
2) 2 S/n—aER as，， 刚 . 

été /n= S/n Ln /nS /nm 1) 0 a.3.. 
据 定理 5. 2.15; 这 意味 着 玉 || 过 oo0 且 a==E$1. 证 完 . 

定理 5.2. 15 在 0 过 p<<? 时 较 完 整地 解决 了 当 取 a 一 al 作为 
“标准 化 ”常数 列 时 ii.d. 序列 的 强大 数 律 问题 . 读者 自然 关心 , 当 
户 写 2 时 ,类 似 的 强大 数 律 是否 还 成 立 ,下面 的 命题 说 明 ; 对 这 个 问 
题 的 问答 是 否定 的 . 

命题 5.2.17 设 fv 列 (名 关节 11.1d., 非 退化 , 如 这 2 出 
对 任何 实数 列 {51n 宇 1} 均 有 


(C5. 2. 21) limsup | 人， 一 bl/nlt 一 oo a.s.. 


证 明 译 设 (5.2.21) 不 成 立 , 即 存在 C>0 和 实数 列 {5,,n 守 





1} 使 
Pllimsup|S, — Bl/n i < CC) > 0. 
由 于 {limsup15. 一 如 | /nwt 委 C) 是 对 称 事件 , 故 由 Hewitt-Sav- 
age 零 一 律 ( 定 理 5.1. 13) 推 知 
P (limsup IS C&A 人 C= 1. 
以 信 琶 实 1) 记 与 念 , 守 1} 独立 同 分 布 的 TV, 列 ,对 每 nl, 邻 名 
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二 各 一 厨 ,3, 二 和 2 和 5; 一 和 全 我们 又 进而 推 知 
(5, 2, 22) limsup | | /An limsup13。 — Bb, | /nr 
+ limsup |S, ~— b. Am 
0 a,8.. 
于 是 ,我 们 有 
(5.2.23) limsup PCOS | /mY > 3C) 
7 <limsup PC > 3C) =0. 
此 镍 ,由 55. 2.22) 还 可 以 推 知 
limsup {#1 /nm < 2 limsup [Sl/An ?dC as， 
有 从 而 已 (| 名 | 全 5Cno io 一 0 亦 即 
SPd&s| > CR < ce 
{Porel-Cantelli 引 理 )、 但 由 引 理 5. 2.13, 这 意味 着 
五 | 总 | < co， 
从 而 更 有 五 | 各 |:<ec. 因为 & 非 退 化 ,和 故 又 有 
0 < varé = El | < oa。 
这 样 , 利 用 系 4. 3.6 便 得 
limP(| Si/m® > 30) = 28(— 3C/Y 2vart) > 0, 
与 (5. 2. 23) 了 矛盾 .证 完 . 


习题 5.2 


1. 设 二 和 fa 21} 都 是 rw .证 明 下 列 四 命题 等 价 ， 
(1) bmé a.s.s 
(2) 对 任 给 e2>0,PUS,. 一 | 守 eji, 0,) 二 D0; 
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(3) 对 任 给 s>0, 了 1 各 一 外 之 二 ) 一 0 oo 


CD sup | 一 个- 全 0， Ro. 

2. 证 明基 5.2.6 和 5. 2.7. 

3， 证 明 : 对 任 一 vw 列 {5,78 这 1): 存在 实数 列 {5,1n 宇 1} 和 
正 数 列 {a,,n 之 1 使 | 

(S.C— ba 0 a.s. 

4， 设 {5.,n 这 1} 是 同 分 布 的 r.v. 列 ， ElS, |<o0. 证 明 ; S/n 

0 a. 3. 
， 举 例 说 明 存 在 这 样 的 同 分 布 1 vy. 下 1) 和 下 数列 0 

dn Koo, 使 


Pps, {守之 0 
但 S./a.—>0 a.s. 并 不 成 立 . . 
6， 设 全 ,nn 六 1 是 mr 相依 序列 ,对 每 上 上 宇 1,E5; 一 0. 和 证明; 如 
果 
D> ESE/k?: < co， 
则 Ye > 0a.s,. 


点 二 1 


7 举例 说 明 ; 如 {此 宇 1} 独 立 , 对 每 宇 1,E8, 二 0, 即 使 
lim 了 1 YEé 一 一 0， 
下 述 强大 数 律 来 必 成 立 ， 
lim 0 a.8,. 
3. 举例 说 明 ; 如 {吉之 1} 独 立 , 对 每 & 宕 1,E6& 一 0, 即使 
Dy eee = co， 
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下 述 强大 数 律 仍 有 可 能 成 立 ， 
lm TL Sl& =0 A. 3.， 


zm 


9， 设 {二 吴宇 1} 独立 ,对 每 这 1， 
P(E = 8) = Pt =— k) = 1/2, 


间 当 a 取 何 值 时 ,有 lim 和 6 一 0 a.s.? 
10， 证 明 : 如 果 售 ,& 滨 1} 独 立 ; 叉 存在 r.v.7EL 和 和 下 0 使 
Pld 六) EPOUn| 守 x) 
对 一 切 z>0 和 ,221 成 立 , 则 
工 》 (6 — Es) -0 a.s.. 


11， 设 { 人 ,六 1 独立 ,对 每 有 1， 
Plé = 1)= pp, Plé =—=0)=1— pt 
而 且 
Dp = em， 


试 证 ; De/ TES ~ 1 a.8.. 
12， 举 一 个 iLiad. 序列 { ,2>1) 的 例子 ,使 


1 鼠 P 
pp 


但 全 6 n> 1) 并 不 a.s. 收 全 


R= 1 


提示 :考虑 ji.i.d. 的 对 称 Tv 序列 { 训 ,六 1) ,其 共同 分 布 满足 
“Pi | x = ellrlogr), xe, 

13，、 设 仿 :2 产 1 是 iid4. 序列 ,满足 
Plé,=— 1) = P= 1) = 1/2, 
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证 明 : Dé Cn logn) 一 0a.s,， 


点 一 1 


14， 设 全,1n 宇 1}iid, ,存在 C>0 使 对 每 之 1 总 [| 委 C 
a. 8. ;让 0. 证 明 : 如 :as 六 这 1} 使 a fan 0, 则 


lim DS até /a, 一 站 a.s.. 


ak 


15。 证明: 加 {nn 守 1)i1id.， 则 








、 na 
当 且 仅 当 Elét 1<o0,Eé=0. 
16， 设 {8 ,n 宇 1}i.i.d. ;其 共 间 qd.f. 为 ;以 记 它 的 经 验 
d.f, .证明 : 对 每 x€R， 
FT) PX) Ag. 
Flr — Or Fr 0) aa,s,, 
17， 设 如 题 16. 证 明 ; 
lim sup | F(x) 一 下 (| =0 a.,s,, 
提示 :定义 下 如 习题 3.4 之 2, 令 
| 一 
五 nm = TFA Chim} — O07 FET (him — 0 |s 





Dn = max {A sb, ，》 
上 和 机 轴 
则 对 每 mm 六 1， 
sup|F tr) 一 下 (Cr SE D+ lm. 
TR 
册 令 


闪 
下 = {FFT (Rim 人 下 (AD 


Lo = (FE CA OSPF Cm) 一 0 


C= U U (Km 局 Lem), 


mm 一 1 k 


”证明 : 当 村 忆 时 ,对 每 可 莹 1，limP Km) 二 0. 
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18， 对 任 一 实数 wE [0,1], 考 虑 其 10 进 制 展开 ， 

《< w= rld, 
上 二] 

其 中 对 每 Al 和 rz 一 0,1，… 8 或 9. 今 

Vi 一 并 人 一 让 一 019. 
慰 wE1L0,11] 是 正规 的 ,如 对 每 i=0,1,*…,9 
- NOCw) /an /0O0, nn oo0, 
证 明 ; 除 去 一 个 Lebesgue 0 测 集 ,[0,1] 中 的 实数 都 是 正规 的 . 

提示 : 令 遇 一 [0 1 多 一家 站 [PP 一- [0;1] 上 的 Lebesgue 测度 . 
在 (1 多 ,关上 定 久 tv 序列 会 惰 节 1}: 当 和 由 (*# ) 表 示 时 

er 一 3 Rl]. 

国人 ,这 1}i, i d.. 

19. 设 了 和 g 是 [0,1] 上 定义 的 实 可 测 函 数 ,存在 C2>0 使 0 


<_Fr<Cgtzry<oo 对 每 zE [0,1 1] 成立. 证明， 如 果 | e fz)dr < 
co , 则 


Df) | eaz 
| dredr 00., 
jc ， (zx)d 
je ECs) js ZIdx 


提示 ; 令 = [0 1 统一 { 溉 Nn Lo ,PP 一 Xx Hs 其 中 对 每 天- 蔗 


A 
lmu 是 [0,1 上 的 Lebesgue 测度 , 对 每 w= tw,n 守 1), 令 
. kw) = ws nn 1， 
则 {tn 这 1}i i d.. 


20， 设 人 GE 衬 1 d. ,其 下 同 d.f. 连续 , 令 


= Dn n> 1. 
其 中 让 二 1， He Li MN, 称 沪 时 刻 ”= 忆 前 从 ne 
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主 11 破 记录 的 次 数 . 证明 
N,/logn ~ 1 a.s,. 
提示 :证 明 {%wn 主 1} 独 立 且 
PO =1)=1/n nl1. 
21， 设 如 题 20. 定义 { 信 , 上 月 守 1} 酸 记录 的 时 刻 {t, 宇 1} 如 第 
二 章 第 二 节 , 证 明 :， 
logr,/n—r} a,8.., 
提示 :r 和 上 是 之 w, 有 关系 
一 


第 三 节 重 对 数 律 


3.1 问题 的 提出 


设 { 训 站 六 日 是 定义 在 概率 空间 (2,: 多 ,已 ?上 的 iid. 序列， 
Fei<oo 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 £51 二 0, Eee 一 1. 对 每 2 六 1, 记 人 


= 3 .在 第 一 节 , 我 们 说 明了 当 0<<p<2 时 


lim S$, /nt = a.s, 8 


limsup [S| ya 一 co a.s.. - 


这 使 我 们 对 15,| 当 gc 时 变 作 的 阶 有 一 个 大 致 的 了 解 : 对 任何 0 
过 p22,|1S.| 是 oC 个) 的 阶 ; 对 几乎 每 一 个 wwEQ,|S.(w) | 都 有 一 
个 子 序 列 趋 于 ce 的 速度 比 拉 “ 要 快 . 正 是 为 了 “精确 地 ? 摘 述 当 nn 一 
< 时 9。 变化 的 阶 , 人 们 发 现 了 所 谓 的 重 对 数 律 , 约定 

站 四 1， 1 委 m 安 8 


loglogn, n> e. 
Hartman-Wintner 所 得 到 的 重 对 数 律 表明 


log'* 
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. 中。 
《与 3， 1》 limsup Conlog ny 一 1 a, SS 





5, 
Canlog Tn | PS 


这 意味 着 3. 当 ac 的 阶 是 加 Calog' aa)， 

沿用 第 三 章 第 三 闻 的 记号 ,以 COC{x)) 记 实数 列 {x,,n 写 1} 的 
全 部 极限 点 , 又 把 闭 区 间 [ 一 1.1] 记 作 工 .为 了 书写 简洁 :在 这 一 节 
我 们 还 令 


(5. 3, 2 liminf 








ci = {2nlog' J nn}, nl1, 

Hartman-Wintnet 的 重 对 数 律 可 以 这 样 理解 :存在 0Q, EE .3 ， 
PC) 王 1, 使 当 wE 2 时 ， 

CS lw) /as}) CH. 
我 们 把 这 件 上 称 为 (5,/a; ,nn 这 1} 的 极限 点 a. s. 在 区 间 工 内 , 记 成 
(5. 3. 3) CUS /a CT a.s,, 
随 着 研究 的 深入 ,大 们 叉 讨论 了 了 上述 命题 的 反问 题 :15./a, ,nn 宇 1) 
的 极限 点 是 否 a.s. 地 充满 区 间 了, 即 
《5. 3. 4) CUS AA) OT as 
是 否 成 立 ? 这 里 ,(5. 3. 4) 的 准确 意义 是 ;存在 DEF, 使 PO) 一 
1 且 对 每 wE 0,， 

COS, w/a}) DL. 
当 (5, 3.3) 和 (5.3,4) 同 时 成 立时 ,我 们 记 
《5. 3.5) Ca 一 了 a.s. 
并 把 它 称 为 广义 的 重 对 数 律 ， 

对 于 ii.d. 序列 的 广义 重 对 数 律 ,Acosta 在 1982 年 提供 了 一 
个 简捷 的 证 明 ( 和 参见 Annals of Probability，Vol 19). 这 个 证 明 并 
不 比 Hartman-Wintner 重 对 数 律 的 证 明 难 ,因此 ,我 们 将 采用 
Acosta 的 方法 直接 证 明 广 义 重 对 数 律 ,而 把 一 般 意义 下 的 重 对 数 
律 作为 它 的 推论 . 
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应 该 指出 ,关于 重 对 数 律 的 研究 决 不 仪 仅 限 于 ii.d. 序列 . 鲍 
如 ,关于 一 般 独 立 r.v. 序列 的 KKolmogorov 重 对 数 律 及 其 向 靳 差 
序列 的 推广 就 是 一 个 十 分 重要 的 内 容 .但 是 ,由 于 篇 幅 的 限制 ,对 
这 些 内 容 我 们 都 不 打算 进行 讨论 , 而 仅仅 希望 通过 对 i.i.d. 情况 
的 讨论 ,大 家 能 对 重 对 数 律 问题 的 提 法 , 它 的 内 容 、 方法 和 意义 有 
- -个 初步 的 了 解 . 


3.2 5 引 理 


我 们 将 证 明 四 个 引 理 . 前 二 个 引 理 是 对 一 般 独 立 T.v-. 序列 说 
的 ,而 后 一 个 引 理 只 对 站 id. 序 列 适 用 . 和 以 前 一 样 ,把 r.v. 序列 
ii 大 芝 ] 的 部 分 和 序列 记 作 1 之 1 男 外 ,序列 {a, ;yn 宇 1) 定 义 
如 3. 1， 

引 理 $.3.1 设 独 立 r.v. 列 {1,a 衬 1) 满足 

















(5.3. 6) Satan 0D. 
如 果 对 某 个 80, 存 在 a 汪 1,C>>0 和 no 之 1 使 
《5. 3.7) 了 (Suyan > B) 二 Cexpf 一 alog'*n) 
对 一 切 x 凑 mm 成 立 , 则 
《5. 3. 8) limsup Da a.s,. 

证 明 ”为 证 <5. 3. 8), 只 需 证 对 任 给 e 汪 0， 
《5.3.9) |. PS/ar > BTEi.0.)= D0, 


设 非 降 正 整数 列 wo, 则 事件 “有 无 穷 个 使 5./as>>B 十 e” 也 就 
是 溃 件 “有 无 穷 多 个 间隔 Gones 使 对 基 n€ trynan] 有 5S。/as 计 
BTe”, 但 由 于 a 对 x 非 隆 ,后 一 事件 如 发 生 , 事 件 " 有 无 穷 多 个 间 
陋 {a ,na+1j] 司 对 菜 AE (ms nt+t1j 有 S.Aan 祈 十 e* 也 必须 发 生 . 因 
此 ,为 了 证 明 (5.3,9}, 内需 证 

Pl max S nf .> Bieio,)=0. 


LP 


根据 Borel-Cantelli 引 理 ， 这 又 只 需 证 对 其 非 降 正 整 教 列 台 十 cc， 
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存在 友之 1 使 
《5. 3. 10} SP! max Si > an lB + OW) < oo， 


取 定 3E C0,e). 由 条 件 (5. 3. 6) 知 对 充分 大 的 xn 有 PCS, | /a 
82)<17/4 从 而 对 每 i=1， 
PO Sa 一 Su yat > 人) 
PUSi|/art; 6/2) 十 中 (Sa > $72) < 172. 
于 是 ,对 充分 大 的 nx 有 有 
(5.3. 11) mi =m — 8) 人 > 一 da, i>n. 
再 取 和 定 aE {1,8 十 eACB 十 6)5) 并 令 坟 一 [a*j. 由 于 
as an /a > (B+ O/B +e), 
我 们 知 对 充分 大 的 * 有 
Awa > (B+ HABE). 
设 刀 足 髋 大 使 当 上 2 时 上 式 成 立 且 
atli ce 十 1， 
同时 又 使 关 m 时 后 . 3.7) 和 (5. 3.11) 成 立 . 则 由 引 理 4. 4. 14 推 
知 
max S$, > a (P+ e) 


1 | 


( 

PP! max 《S,， 十 Wns) > as (B+ min om ) 
( 
{ 


| 1 


max (Sn msn ) > a (B+ Ee) — éa 


A Wi ) 


tnax CS 二 mt 


Tensn +1 


} > ae] 


MA 1 


2POS, ‘A/a 


1 M1 


> 2Cexp(— alog'? nner) 
2Cexp(— alogloga!) 一 2C{kloga)™. 
由 此 可 见 (5. 3.10) 成 立 .证 完 ， 
引 理 $.3.2 设 { 称 光 之 1} 是 独立 rv 列 , 对 每 Kk 守 1, Ek 一 0 
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而 县 
supEi < ooo, 
. ， | 
如 果 存 在 Co 使 . 
《5. 3. 12》 [tCtn/log ln 
对 每 n 宇 1 成 立 , 则 
(5,3.13) 已 (Se > FP) 
sexp{— Pr[2 — exp(v 2 BC/a:) og Tn/a’} 
对 任 n 宇 1:8 守 0 和 a 这 supER 成 立 ， 
证 明 由 于 zlogez 对 xn 非 降 , 故 由 (5. 3.12) 得 
| 名 | 7 SSC/Aog DR/ (nlog Hm C/N 2 logn) 
对 一 切 站 一 1 成 立 . 但 是 ,对 任 xzER; 我 们 有 
er<s 1 十 工 十 elrl/2， 
故 对 和 任 A 汪 0 和 a 区 supEé , 
Eexp(XhS,/an) = [| Eexp at /a,) 


上 二 ] 


< | EL 十 XM/a, + NERexp |AE, /a, {| /C2a2)] 


旺 一 1 


= [1 {1 ECXéRexp [ME a, |/ C2at)]} 


x 
a | 


< [| exp {ELXéexp [A /a, | /(2a2)]) 


了 
2 | 


< ex {Xorexp[aC/ Cv 2 log™n) /2a:)} 


mn 


一 aspbicyt 本 {og mn) J/ Clog on)}. 
由 此 可 见 ,对 任 8>>0,4>>0, 有 
PCSeAa， > 3) 
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— Plexp(AS, /a,) >exp APDN Eexp tT API Eexp tS, /a,) 
< exp{— Af + Marexp[AC/ Cv 2 log sn) J/ (dlog' ?ny}. 
在 上 式 中 取 4 一 28 log” n/a 即 得 (5.3. 13). 证 完 . 
引 理 5.3.3 设 {6k2z1N.Ld.,EEi<<co, 对 任意 常数 C>0， 


令 
二 二 ET ccanoe tpl) = 1; 
aa 一 pa 好 六 i. 
上 二 1 
则 我 们 有 


S/d -站 as, 
Eva — 0. 
证 明 无 妨 设 C=1( 和 否则 ,以 7C 代替 剖 以 下 证 明 仍 有 效 ). 
记 志 一 全 /log' 了 1 , 记 之 1; 易 见 


(5. 3. 14) > El&1/es = DO EIS lon/ 
k=1 R= 


2 人 至 | 名 |7 


tm | es) /as 
| 


om 


DP Cu < | 后 un) la. 
注意 当 坟 充分 大 后 ,对 说 > 有 


『 
1 CTlog De) 《leg 人 














人 十 工 dz | 
2 (og ry |, 2 Zogzy log ry) 
. 1 i dz 
< 2+ | Czlog Dr) 
我 们 得 
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dz 
Pua< Were 


因此 ,存在 好 >>0 使 对 一 切 i 注 1 均 有 


Dia < 
以 此 代入 55. 3. 14)， 我 们 知 对 某 Mo， 
DE /a MD uP < 6 | Su) 


天 一 1 i=1 
<M apr < $< zi 1) 


MEE < eco， 
于 是 ,由 Kronecker 引 理 立 得 ES,/as 一 0; 由 定理 5.2.5 之 命题 (2) 
立 得 ,Va 一 0 a. s., ,证 完 . 
引 理 5.3.4 设 {@ :这 1}iid. ,五 一 0 互生 一 1， 如 果 正 整数 
列 fa 521: 和正 数列 ! 皇居 闻 1 满足 
《5. 3.15) Qi = om) ns = oad), 
刚 对 任 : 汪 0 和 dER 有 





| A 
诗 一 一 
|<s]> 到 
证 明 由 55. 3.15? 易 抑 当 ce 时 ,as 一 coyco. 对 人 尾 给 : 
0, 令 


(5.3.16) liminf SlogP 
a” i 








Cs 


pr = Lani: /a ], og: = Lak/ (es 
《此 举 把 位,-…,n4} 分 成 qx 段 ,每 段 长 为 ;还 剩 下 一 段 长 1 一 
Pige UL 及 





re 一 CA CE 
注意 对 任 给 一 oo<<n<v 达 oo 及 0<8< 之 (vw 一 x)/2, 有 
{wu < Sa /ae < vo} 


ot | | < De 门人 十 有 as < peg < {VC Bn ; 
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{ut om < Sp To Oo Oa} 
= {Cr Otqrs < Spg, vo Oo gere} 


Te 
DN et Or < Si — Se vy, < wo— irl 


tm 


{约定 9 一 的 .利用 { 训 人 沈 们 1 的 1iQ. 性 质 便 得 
《5.3.17》 Pun < S/o < oy 


PS | < da) 
=- Poteet Ori < Dp < Hr ). 


由 于 当 >co 时 ， 
PC1S。 | > Sa) < ESE, pf/ (Bas)? 


= (mi OO pd/ Om) — 0, 


me Pr 


我 们 得 
Pu |S, — 0, | Sa) 1; 


叉 由 于 zs/ ps "一 1, 利 用 系 4.3.6 叉 得 
Pl to LS < or) > Bw — 6d) — ut). 


因此 ,注意 
ng ok — 1 /Et, 
从 (5, 3.17) 叉 进一步 推 知 
liminf TilogP (u < S/o < v) 
Er 


站 


dogPp (a + trs < Sp, < Co — On) 
3 





2 lim 
三 -ba 
= log[ D(Cv 一 全 — Bl + 6))]. 


上 式 中 令 5-r0 并 取 w= 二 4 一 e,v 一 dd 十 8 便 有 
liminf 和 logP( [|S, /a 一 了 | < EY 
ko 中 
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> log[ BCCd 十 s)) — Bd — el t>0. 





但 是 ,对 任 避 0 和 e 汪 0, 我 们 有 


1 a 
Bud +e Bu ee) -| e dx 
a 27 —iE 


1 CR x 2 
一 后 tar 一 工 12 
一 一 -一 e | e € ‘dz 
一 上 





i- ef ete -gy 
V2 "2 
-> -2 
尘 e [更 Cesy》 一 多 (一 te)], 
故 进 而 得 
liminf logP [S/o — dl =e) 
En 下 


> 一 4d/2 十 去 iog[ 昌 Ce) 一 更 (一 ze) 
上 和 式 中 令 1->co, 立 得 (5. 3.16). 证 完 . 
3.3 广 尺 重 对 数 律 


定理 5.3.5 如 {Rl1}iid., 6 一 0,FE 一 1, 则 (5.3,5》 
成 立 . 

证 明 先 证 65.3.3)?, 即 
《5. 3. 18) limsup Df] a,s.: 


liminf Sity 1 a.s.. 
但 是 ,如 果 前 一 式 已 对 任意 满足 定理 条 件 之 i. i.d. 序列 获 证 ,那么 
只 要 把 它 用 于 Lid. 序列 {一 各 ,之 1} 就 可 得 到 后 一 式 , 因此 ,只 
需 证 明 (5. 3. 18). 
对 任 给 65 汪 0, 取 C0 使 
etl 十 :12 一 exp[ v2 (二 OC]}>1. 
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记 如 二 tn/log' 01 并 令 


ay 
如 Ef C2 


三 15 


3 一 DE A 1 


-1 
考察 独立 +.v. 序列 (0 一 E10 六 二. 由 于 对 每 有 六 1， 
EC 一 ES YS EFC) EF 一 1， 
[SY — 下 | < Ca, 

故 它 满足 引 理 5. 3.2 之 条 件 . 于 是 我 们 得 

已 (0S0 — ES)/as > 1 二 + 人 exp(— AogTn), nl1. 
注意 对 企 给 es>0， 

PUSS — ES |/a, > €} = EOSID I/ (Cae sr ma ez — 0, 
从 而 





tS 一 ES 和 bo. 
我 们 又 进而 推 知 1 一 下 全, 六 1)} 满 足 引 理 5. 3. 1 的 条 件 . 这 样 
就 得 | 
(5. 3.19) limsupCSs™ 一 ES/a, lB a.s.. 
再 令 


{2 rly , 
二 ”一 名 上 一 一 名 了 {C2 ,县 六 1; 


。 
1 
SP 一 >， 区] 


一 ] 
由 引 理 5. 3.3 立 得 
Sa 0 a.s 


ES /a, —» 0. 


3} 


于 是 ,由 55.3. 19) 推 知 
limsup S./a, 


limsup C5 — ESV) /a, + limSs® /a, — limES /a, 
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< 1 十 洛 as,. 


上 式 中 再 令 5 一 0 即 得 (5.3. 18). 这 证 明了 (5.3. 3). 

再 证 (5. 3, 4). 由 (5, 3. 3) 可 知 , 对 几乎 所 有 的 wE0,{5,Cw)/ 
Gan 这 1} 是 有 界 序列 ,从 而 C1S,(w) Yas) 蚌 一 个 闭 集 . 因此 ,为 证 
(5. 3. 4), 只 需 证 任 一 有 理 数 2E(C 一 1,1), 存 在 子 序列 {zm241 上 有 守 11 
使 


(5. 3. 20) liminf | S,, /as, —d|=0 as.， 
对 每 天 之 1， 令 
mi 一 下 Hi RR Way He 一 Ci 


不 难 验证 这 样 定 多 的 {ns2z1l 和 fw 六 1) 满 是 (5. 3. 15). 因此 ， 
由 引 理 5. 3.4 推 关 :对 任意 s>0, 任 何 ! 一 1 1 中 之 有 理 数 了 和 任 
给 之 6G20, 当 下 充分 大 时 有 


381 了 33 
a og | 











m+ 


Sh, —m™ 
i :一 中 < 可 >- GL 二 0) 
Cam, . 2 


从 而 由 i.i.d. 性质 得 











Sm 一 S。 S 

PI-dl<e=P|— :dic<se 
enet ms | - 
> | (1 + dias,, ] 

ZiT 1 一 pe) 

但 是 , 当 下 -co 时 ， 
. 22 
I 





2 :一 pa) log mer 


故 当 此 充分 大 时 亦 有 


了 





中 } 
D811 四 ee) < {] | Slog® TITLE 十 1。 
于 是 ,对 充分 大 的 二 ,我 们 有 
Da 
"| 一 一 一 一 gd 一 :|> exp[— 《1 十 ddilog' rp,,] 
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| = [C+ Dloglk + 1] "1, 
这 样 ,如 果 我 们 事先 针对 d €E (一 1,1) 选取 >0 使 得 (1 十 划 |a 
委 工 . 那 就 会 得 到 


| 
据 Borel Cantelli 引 理 ,这 意味 着 


Sm, — S$ 
Pl 一 王 一 可 二 esio, | 一 1， 





4 
-or “| 一 oo 


说 
El 




















Em 
因而 
| S$,, 
liminf | — — die a.s 
tm A 
由 已 证 之 (5. 3. 18) 推 知 
limsup 二 -< lim -一 a * jimsup Be =0 a.8s.， 
故 进 南 又 得 
Himint dl a.Ss. ， 





上 式 令 e-*0 便 给 出 45. 3. 20). 这 样 就 又 证 得 (5. 3. 4). 定理 证 完 . 
作为 定理 5. 3.5 的 推论 ,我 们 得 到 如 下 的 经 典 意义 下 的 重 对 
数 律 . 
系 5.3.6 如 {hE 守 1}i,id, ,Et, 一 0, 有 一], 则 (5.3.1) 和 
《5. 3. 2) 成 立 . 


3,4 必要 充分 条 忻 
设 { ,这 1) 是 iLid. 的 tv 序列 .如 果 
《5. 3. 21) 五 = 0,E6 =1, 


那么 重 对 数 律 和 广义 重 对 数 律 成 立 . 我 们 想 要 说 明 的 是 ,对 ii1.d， 
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序列 而 言 , (5. 3. 21) 对 于 重 对 数 律 的 成 立 不 仅 是 充分 的 而 且 也 是 


引 理 5.3.7 设 舍 ,上 汪 1)ji.id, .如 里 
{5. 3. 22) PllimsuplS, |/a, < oo) > 0 
成 立 , 则 必 有 
《5.3. 23) Et =0, Eéi < oo。 

证 明 由 Kolmogorov 零 一 律 知 (5. 3. 22) 表 明 
(5. 3. 24) limsup |S,|/a, < ce A. 58. 。 


但 a/n 王 0, 故 上 式 又 蕴 合 
lim Sn 0 a,s,. 
由 定理 5. 2. 16 之 命题 (2), 这 又 意 际 着 
ElS | < co， Et = 0. 
因此 ,为 证 (5. 3.23) 只 需 再 证 名 < 之 oo, 用 反 证 法 . 如 果 BE 一 co 
考察 二, 上 宇 1}) 的 对 称 北 序列 {总 , 这 1). 由 于 EE()? 一 2E61 二 00， 
故 对 任 给 M 宇 1 ,存在 C>0 使 
ECSI)T, 





ae > ME 
对 每 * 实 1, 令 
各 一 Sse 
易 见 { 侣 ,这 1} 是 ii.9. 的 r.v. 序列 而 且 ( 一 侣 ,4&>1} 与 {加 ,k 守 1} 
有 相同 之 分 布 . 由 于 

ES = 0, Fy! < o0, 


ke] 


. SE 
limsup [ECEr YT] 


— 1 a,s.. 


这 表明 
limsup SAa 一 [EEYT? ~ M a,s., 
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从 而 
PfScra ~ Mi.0.}= 1. 


于 是 ,对 每 n 守 1, 记 SS; 一 了》 总, 便 有 


PS > MS — SO 0 ,1, 0.) 
+ PiliSe/a, > MS — SE 0) ,i,0.) 
宇 PlSi/a, > Mio0.)=1. 
注意 
Pl{S/a, > M,S: — S¢ & 0) ,i.0.) 
= PiSi/a, > MS — S57 2 0},1.0.) 
见习 题 4. 3 之 15); 由 Kolmogorov 零 一 律 又 推 知 
Pa > MS — SE 011,.0.) =— 1. 

但 土 式 覃 会 

Pasi/a, iD ) 一 1， 
故我 们 有 

limsup Si/a, SE M, a.s.. 


由 于 上 式 中 对 是 任意 的 ,进一步 又 得 
limsup Sa = oN Aa.s 
与 (53. 3, 24? 了 矛盾 . 证 完 ， 
定理 5.3.8 设 {$..& 庆 11i.i.d., 则 下 列 二 命题 等 价 ， 
(1) (5.3.5) 成 立 ; 
《22 《5. 3.17 和 (5. 3,2}) 成 立 ; 
《37》 (5. 3. 21) 成 立 . 
证 明 由 定理 5. 3.5 种 系 5.3.6 易 见 :3) 地 (2) 这 (2), 因 此 
只 需 证 :C62) 坟 (3). 如 (2) 成 并 ,由 引 理 5.3.7 推 知 (5.3.23) 成 立 , 
记 如 = 上 (6 守 0). 如 二 0, 则 对 每 hk 宇 1,& 二 0 a.s. 从 而 
1im a, = 0 a.s., 


Ee 


-a 
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与 (5. 3. 17) 和 (5. 3. 2) 北 盾 . 故 0 之 o2<ico. 考虑 iid. 序列 1&/0, 


闫 1}. 对 它 用 系 5. 3.6 立 得 
limsup Spa 一 0 liminf S,/a, =— a. 


再 把 上 面 两 式 分 别 与 (5, 3. 1) 和 (5. 3.2) 比 较 , 即 得 下 二 1, 证 完 ， 
习 题 $.3 


1， 设 {,#1}1i.d. ,其 共同 的 dt 为 标准 正 态 4.f. 更 . 证 
明 . 
limsup ti/ (Dogk) m1] as 


. liminf trooge) 一 一 ] as,， 
2， 设 {下 之 1hi.i.d, ,其 共同 的 d. 于 是 标准 指数 d.f. .证 明 
limsup tA/ogk = 1 a.s,, 
3， 设 信访 1)i,1.d. ,其 共同 的 分 布 是 参数 为 A>0 的 Pois- 
son 分 布 .证 明 


limsup éloglogk/logk 一 a,s,. 
4， 设 信 , 有 这 1) 是 i.i,d. 标准 正 态 分 布 的 rt.v. 列 . 试 不 引用 
定理 而 直接 证 明 ， 
limsup > &/ (2nloglogn) 一 1] a.s.;} 
He aml 


liminf Dé /C2nloglogn) 一 一 1 a.s.. 
1 


5。 设 [就 溢 1 人 LEE 一 0,E8 一 1. 证 明 ; 
limsup > es/|3[ eloglog| 人 1 一 1 8.8.# 
”1 是 一 1 R=1 


liminf 31€,/[2| sjloglogl Dg) ]” 一 一 a.s, ， 
1 二 1 点 一 1 


:6， 设 全, 居 215 开 qd. ,标准 指数 分 布 , 证明 
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Jim 多 /logn 一 1 a,s., 


其 中 好 一 卫生 瘀 1 
7, 股 全. 1.i.d. ;其 共同 d. 为 10,1] 上 之 均 针 分 布 .证 





明 
lmsupn(tl — /log Tn 一 1 a.s.s 
liminf nl — g/log tn 一 0 a.s.. 
这 里 对 每 n 主 1, 记 7. 一 maxé. 


第 四 节 ”Strassen 强 ; 通 近 


设 { 加 ,nn 闻 1} 是 某 概率 空间 上 定义 的 一 个 i.i.d, 的 r.v, 序 列 ， 
满足 . 
(5, 4. 1) En = 0; EW =1. 
如 第 四 章 第 四 节 --- 样 ,构造 其 部 分 和 过 程 W 中 = {WE ,0<t 才 1} - 


如 下 :对 ;一 1 ns 记 8; 二 Dj 加 ,然后 令 
是 一 了 


WY = {Si i+ [rt ~— Go— 1 — Se Ye, 
(i l/r tn, 
和 Donsker 关于 弱 收 全 的 不 变 原理 类 似 , 我 们 可 以 问 :部 分 和 过 程 
{Wn 之 1} 作 为 CL0,1j] 中 的 随机 元 是 否 按 CED,1j] 中 的 中 离 dc 
a.s, 收 化 到 一 个 Wiener 对 程 . 更 严格 地 说 ,问题 应 该 提成 :是 否 
存在 一 个 概率 空间 (人 ,多 ,PP) ,在 它 上 面 定 六 了 一 个 与 {,n 守 1} 
同 分 布 的 i.i.d., 序列 人 23z1) 和 一 个 Wiener 过 程 W= {W1220} 
使 
人 (CT WY = Sup | 王后 一 三 ,| 0 a,.s, 
对 全 :之 引 的 部 分 和 过 程 环 沁 成 立 ? 对 这 个 何 题 的 正面 回答 是 如 
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下 的 Strassen 强逼 近 证 理 . 

定理 5.4.1 设 {7 六 1} 是 某 一 概率 空间 上 的 ii d. 序列 ， 
满足 (5.4. 1), 则 存在 - -个 概率 空间 (2 ,多 ,P), 在 它 上 面 定义 着 
一 个 Wiener 过 程 镀 二 {Wyt 宇 0) 和 一 个 与 {%.,x 宇 1} 则 分 布 的 
ii.d. 序列 {5$.,n 谤 1} 使 得 
(5. 4. 2) lim sup [Ww 一 Wr /oglogn)!? = as。 


下 下 co Di 全 


对 {1 aa 六 1) 的 部 分 和 过 程 Wo 一 (WP VOsct<]1) 成 立 

证 明 设 下 是 {%,n 室 1} 的 共同 d.+.. 据 Skorokhod 嵌入 定 
理 ( 定 理 3. 4.1), 存 在 一 个 概率 空间 (8,. 字 ,P) ,在 它 上 面 定 义 了 
一 个 适 Wiener 过 程 人 Vy 六 ,六 0) 以 及 {Ff 宇 0} 的 a. s. 有 限 的 
停 时 {zc,,n 详 1} 使 得 

(1) {rr nlli.i.d. HB Eri=1; 

C2) AW —W nl i d. EW, 一 至， 
邻 名 一念 。 一 W。 以 字 1, 则 


{EA Be 1} 二 {了 :着 从 1}. 
根据 部 分 和 过 程 的 表达 式 (4. 4. 9 ,为 证 (5. 4. 27, 只 需 分 别 证 明 
《5. 4. 3) lim Sup, 1S — Wria| /tnloglogn) =— 0 a.s,; 


<5. 4, 4) lim sup, [Ws 一 Wr | /nloglogna} 2 = 0 a. sj 


CD 


【5. 4. 5) lim sup at 一 Lat) |érsar |/ Crloglogmylz = 0 a.s8,. 
把 Koimogorov 强大 数 律 用 于 { 宫 ,n 实 1} , 立 得 


n+1 


人 > 如 Ma ES m1 a.s.. 


天 一 


国 此 ， 


Ei] 


limsup sup Cat 一 Let Cnloglogn)} 2 
Ef, 
limsup max | | /nloglogn) 
moe chst1 
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和 二 1 
A limsupl 3 各] (nloglogny'’ — 0 a.5,.., 


人 一 ] 
这 证 得 了 (5.4. 5). 
由 (3. 2. 117 可 知 . 
limsup sup {VW 一 Wag | 7 (nloglogn) 7 
1 


neon Di 


limsup sup suplW,, — W,| /Tlog logT) 
Tm ese ~ 


OSET | Dart:l 


0 limsup (logTlogT )'® /TloglogT)'® 一 00 as.， 


故 (5.4. 4) 亦 成 立 ， 

由 Kolmogorov 强大 数 律 知 

. tn] A.S,. 
记 人 2 一 {gsiimr(w)fn 二 1). 当 wEy 时 ,对 任 给 e>0, 存 在 N 
一 N(g,w) 使 当 n 守 NN 时 
nr) < + en 
成 立 ,从 而 
FW C0) 一 WCw) | / {nloglogn) 7 
< sup |W, Cw) 一 全 Ko) |/ Cnloglogn) 


Den 
十 sup (Wael) — Wareaet) | /cnioglogn)'®. 
因此 ,利用 (3. 2. 25) 便 得 
limsup |W, — WI/ (nlogiogn)'”® 
limsup sup | 本 7 — Wr_sl/ CTloglogT)’ 
Tiros DET 
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十 limsup sub jW7r ~— Wil 
了 ~ 


oo ET 
i 
0 十 E 


T 1o5l 于 
1 十 上 O808 1 十 上 
< 2025)12 a,s, 
对 任 给 se>0 成 立 ., 在 上 式 中 令 es =0, 我 们 得 
IW. — W,|/(nloglogn) ?0 a.s.. 
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注意 (loglogz?2 + co, 由 此 不 难 进一步 推出 
sup [Sr 一 Ws | /nloglogn) 


一 一 max |W, 一 Wl|/(tnloglogn) *— 0 a.s. 
《5.4. 3) 得 证 . 定理 证 完 . 

利用 强逼 近 定 理 可 以 干 许多 事情 . 例如 ,沿用 第 三 章 第 三 节 的 
符号 ,我们 可 以 得 到 ii.d. 部 分 和 过 程 的 如 下 形式 的 重 对 数 律 
一 一 一 般 称 之 为 Strassen 的 不 变 愿 理 . 

定理 5.4.2 设 {,n 之 1} 是 满足 (5.4.1) 的 ii. qd. 序列, 以 
{W899 ,zf 守 0} 记 其 部 分 和 过 程 并 令 

0) = W/oglogn) , OEtEl nl1. 
则 
C5. 4. 6) CC 一 -2 as.. 

证 明 由 定理 5. 4. 1 存在 概率 空间 (2, 多 ,PP) ,在 它 上 面 定 
必 有 Wiener 过 程 人 {Wyt 之 0} 和 与 {如 ,nn 之 1} 同 分 布 的 i.i. 4d. 序列 
合计 1} 使 (5.4. 2) 对 {二 ,nn 斌 1} 的 部 分 和 过 程 匈 丰 成 立 . 又 由 
Wiener 过 程 的 重 对 数 律 (定理 3. 3. 3) 知 

CCU) Oo a,s. 
其 中 蕊 , 二 Wi/(2xloglog) 站 ,0 之 之 1. 因此 , 记 
= Wn/(2loglogn) i, 01 
便 进 而 得 
CU)} = a,s.. 
由 于 {和 %:n 字 1) 与 (和,n 之 1} 同 分 布 ,大 上 式 意味 着 人 5. 4. 6) 亦 成 
下 ,证 完 ， 

应 该 指出 ,(5. 4. 6) 是 一 个 比 55. 3. 5) 更 强 的 结论 ,因而 把 定理 
5. 4.2 和 定理 5.3.8 结合 在 一 起 ,我 们 可 以 得 到 下 列 关 于 i.id. 序 
列 的 完整 叙述 ， 

， 定理 5.4.3 设 {,n 守 1} 是 ii.d, 序列 , {5S,,n 守 1} 和 {WW 中 ， 
365 














2 次 1 分别 记 { 吉 ,之 1} 的 部 分 和 序列 及 部 分 和 过 程序 列 , 则 下 列 
. 说 法 等 价 : 

(1) CHUW™ /2loglogn)}) = as. 

(2) CO{S,/ (Znloglogn)})=[—1,1] a,s,; 

C3) 〈5. 3. 1) 和 (5. 3.2) 成 立 ; 

(4) ES =0,E=1. 

证 明 ”由 定理 5. 3.8 和 定理 5. 4.2, 只 需 证 明 (1) 僵 (2) ,而 这 
一 点 读者 请 作为 习题 完成 . 


习题 5.4 


1， 设 信 ,n 字 1} 是 一 rv 序列 , 1S,n 室 1} 和 {Wn 这 1} 分 
别 是 其 部 分 和 序列 及 部 分 和 过 程序 列 . 证 明 :如 
CAMW™ /oglogn))) — HH a,s., 
则 
CS/ C2nloglogn) i 7 一 [一 1.1] a.s.. 
2， 证 明 : 如 {6 ,k 沪 1}i.i,d, 且 6&1 二 1, 则 





els/ 0 
3， 设 信 ,n 宇 1)i,id. 满足 Ep 一 0 和 EF=1. 惧 { 信 中,n 宇 1} 
记 其 部 分 和 过 程序 列 , 用 Skorokhod 嵌入 定理 证 明 : 存 在 一 个 概 
率 空间 人, 多 ,PP) ,在 它 上 面 定义 着 一 个 Wiener 过 程 {W,,t 守 0} 
和 一 个 过 程 询 {WW 中 ,rn 字 1) 使 得 


- a a 
WOT 一 {Wm ,0 各 1)，n 守 1; 





r 
sup 上 RH 一 Wi| 一 0. 
Out 1 


4， 利用 习题 2 和 3 证 明 Donsker 不 变 原理 ;对 C[0,1] 到 久 
的 每 一 连续 花 国 大， 
CW YY WY. 
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